


Journal 


für die 


reine und angewandte Mathematik. 


In zwanglosen Heften. 











Herausgegeben 


von 


A. L. Crellce. 





Mit thätiger Beförderung hoher Königlich- Preufsischer Behörden. 





Zwei und zwanzigster Band. 


In vier Heften. 


Mit zwei Figurentafeln. 


en UL 7 7 0 LT 





Berlin, 1841. 
Bei G Reimer. 


x . e » 
Et se trouve a Parıs chez Mr. Bachelier (successeur de M"* V° Courcier), 
Libraire pour les Mathematiques etc. Quai des Augustins No. 55. 























Abkindiung. 1. Analysis 2 
1. Ueber die Auflösung der transcendenten Gleichungen. Von Herrn Dr. nd 
M. A. Stern zu Göttingen. (Eine von der Königlich-Dänischen Gesell- 

schaft der Wissenschaften gekrönte Preisschrift.) 
2. Ueber die Zerlegung gebrochener algebraischer rationaler Functionen in 

Partialbrüche. Von Hın. Prof. Oettinger zu Freiburg i. Br. . I. 
5. Schlußs dieser Abhandlung. ee N. 
6. Ueber die Bestimmung des Grades einer durch Elimination hervorgehen- 

den Gleichung. Von Hrn. Dr. Ferd. Minding zu Berlin. u. 
7. Ueber Transformation vielfacher Integrale. Von Hrn. Dr. "ERPERIREER 

zu Hamm in Westphalen. iz ar ee i u. 
8. Allgemeine Auflösung der numerischen en Von Herrm Dr. 

Encke, Professor, Director der Sternwarte, Secretair der Akademie der 

Wissenschaften etc. zu Berlin. . . » 2 2 2 22 02.0 . mM. 
9. Einige Bemerkungen über die Mittel zur Schätzung der Convergenz 

der allgemeinen Entwicklungs-Reihen mit Differenzen und Differentialen. 

Vom Herausgeber. . . » . . » et ET . I. 
11. De formatione et proprietatibus Determinantium. dem C. 6. J. Jacobi, 

prof. ord. math. Regiom. . . ei a, 7 
12. De Determinantibus functionalibus. Auct. c. 6. 7. Jacobi, “ur, ord. math. 

Regiom. . a ee a ER re; 
13. De functionibus alternantibus earumque divisione per productum e diffe- 

rentiis elementorum conflatum. Auct. C. G. J. Jacobi, prof. ord. math. 

Regiom. . WE ee BANN y . W. 
14. Zur combinatorischen Analysis. Von Hrn. €. G. J. Jacobi, Prof. ord. 

der Math. an der Universität zu Königsberg in Pr. . 
35. Untersuchungen über die Theorie ‚der complexen Zahlen. Von Herrn Prof. 

G. Lejeune Dirichlet zu Berlin. (Auszug aus einer der hiesigen Akademie 

us, 


Inhaltsverzeichnifs 
des zwei und zwanzigsten Bandes, nach den Gegenständen. 





I. Reine Mathematik. 


der Wissenschaften am 27. Mai d. J. vorgelesenen Abhandlung.) . 





Seite, 


63 
148 


178 


184 


193 


360 


Fe 
) 
A 


. IV. 37: 


375 











iv Inhaltsverzeichnifs des zwei und zwanzigsten Bandes. 


Nr. der 2. Geom etrie. » 
Ablıumdlung. Heft, Seite, 


3. Elementare Ableitung eines zuerst von Legendre aufgestellten Lehr- 
vage der sphärischen Trigonometrie. Von dem Herrn Hofrath, Prof. etc. 


. Gaufs in Göttingen. . . ». - : . . ERFTEERETA EL TRLSRDERERNBERGERE 0 

10. pre Eigenschaften einer Factorentafel. Von Herrn Professor 
A. P. Miöbtes in Labseler. 5 0 2 0 an 

16. Eine Eigenschaft des Vierecks. Von Herrn Rechnungsrath Brune zu 
Bali ı. ii: seadı.faist „nelwinl, alas. Dis Ass 


II, Angewandte Mathematik. 


Chronologie. 


4. Zur Kirchenrechnung, Formeln und Tafeln. Von Hrn. Lic. Ferdinand 
Pe ia Dein .,- » = +, 0 ie Ge eine at Wien 0 


Druckfehlei’ 1n Asse Binde.» . .' 7. nr Ti senden eu 

















1. Stern, über die Auflösung der transoendenten Gleichungen. { 


1. 


Ueber die Auflösung der transcendenten Gleichungen. 
(Vom Herrn Dr. M. A. Stern zu Göttingen.) 


(Eine von der Königlich-Dänischen Gesellschaft der Wissenschaften gekrönte Preisschrift.) 





A 29h Töpev za nuendnuevar ürıyv, 





Vorwort, 


Die Königliche Gesellschaft der Wissenschaften zu Copenhagen hatte im 
Jahre 1837 folgende Preisfrage gestellt. 

Proponitur quaestio de aequationum transcendentium radicibus inda- 
gandis et quidem postulatur : 

1. Ut plene et perfecte deducantur interque se comparentur methodi ipsa- 
rum radices inveniendi, ita ut quaenam Cuiuscunque sint virtutes quaenam 
imperfectiones accurate indicetur, quibusve casibus unaquaeque sit 
magis minusve accommodata. 

2. Ut diligenter inquiratur quatenus vel quibus saltem adhibitis cautioni- 
bus methodos, quibus vulgo in algebraicis aequationibus radices reales 
aut ab imaginariis separentur aut inter se, ad iranscendeutes quoque 
extendere liceat. 

3. Ut exponatur conspectus, quantum fieri possit, plenus tam specialium 
aequationum quam generum earum, quae quidem forma transcendenti 
in gravissimis analyseos applicatae partibus occurrunt, simul cum re- 
gulis, quin fortasse tabulis ad usum ipsum accomodatis, quibus revera 
faciliores ac breviores reddantur calculi illi radicum, alias saepe pro- 
lixissimi. 

Das Folgende ist ein genauer Audruck der Schrift, die ich der 
Königl. G. d. W. im December 1837 überreicht habe; ich habe mir nur 
einige aufserwesentliche Aenderungen erlaubt, wie namentlich, dafs ich da, 
wo ich, der Bestimmung der Schrift gemäfs, von meinen eigenen Arbeiten 
“ als denen eines Dritten sprechen mufste, dies nun geändert habe. 
Göttingen, den 5. Januar 1840. 
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1. Stern, Ueber die Auflösung der transcendenten Gleichungen. 


Die Königliche Societät der Wissenschaften hat als Preisfrage die Auf- 
gabe gestellt, die Wurzeln der transcendenten Gleichungen zu finden. In- 
dem ich es unternehme, diese Frage zu beantworten, will ich zuvor Folgen- 
des bemerken. Ich setzte voraus, dafs die Königl. Societät d. W. nur die 
Auflösung der numerischen transcendenten Gleichungen verlangt, und zwar 
blofs solcher, in welchen nur eine unbekannte Gröfse vorkommt. Eine all- 
gemeine Auflösung der Ziteralen transcendenten Gleichungen kann wohl 
nach dem gegenwärtigen Zustande der Wissenschaft nicht verlangt werden, 
da man noch nicht im Stande ist, dasselbe in Beziehung auf die litteralen 
algebraischen Gleichungen zu leisten. Aus demselben Grunde glaube ich, 
die Aufgabe, aus mehreren transcendenten Gleichungen, in welchen eben 
so viele unbekannte Gröfsen vorkommen, die Werihe dieser Gröfsen 
zu finden, bei Seite setzen zu dürfen. Um diese Aufgabe zu lösen, mülste 
man alle unbekannten Gröfsen, bis auf eine, eliminiren. Diese Elimination 
aber, welche schon in dem Falle, wenn die Gleichungen algebraische sind, 
bedeutende Schwierigkeiten darbietet, stöfst bei den transcendenten Glei- 
chungen auf unübersteigliche Hindernisse. Ich werde daher die Untersuchung 
darauf beschränken, zu zeigen, wie man bei jeder gegebenen numerischen 
transcendenten Gleichung die reellen Wurzelu mit beliebiger Genauig- 
keit berechnen und das Vorhandensein der imaginären Wurzeln entdecken 
kann. Was dagegen die numerischen WVerthe der imaginären Wurzeln 
betrifft, so kann deren Berechnung um so weniger verlangt werden, da bis 
jetzt keine Methode existirt, die solches mit Bequemlichkeit für die alge- 
braischen Gleichungen leistet. Die einzige sichere Methode, welche man 
besitzt, um die Werthe der imaginären Wurzeln algebraischer Gleichungen 
zu finden, ist die, welche Fourier zuerst angedeutet hat. Ich werde spä- 


ter zu zeigen suchen, in wiefern diese Methode auf die iranscendenten 
Gleichungen anwendbar ist. 


Die Societät d. W. hat in dem Programme die Frage in drei Theile 
getheilt. Ich werde, dieser Eintheilung folgend, zuerst von den vorhandenen 
Methoden zur Auflösung der transcendenten Gleichungen sprechen ; alsdann 
zeigen, wie man diese Gleichungen wirklich auflösen kann, und zuletzt An- 
wendungen davon auf besonders häufig vorkommende Beispiele machen. 











1. Stern, über die Auflösung der transcendenten: Gleichungen. 9 


I. Aeliere Methoden. 


1. Eine besondere Behandlung der Auflösung der transcendenten 
Gleichungen findet sich, so viel mir bekannt ist, nirgendwo. In einzelnen 
Fällen hat man solche Gleichungen entweder durch blofses Probiren auf- 
zulösen gesucht, welches Verfahren, als unsicher und unwissenschaftlich, 
keine weitere Beachtung verdient, oder man hat die bereits bekannten Me- 
thoden zur Auflösung der algebraischen Gleichungen auch auf die trauscen- 
denten ausgedehnt. Bekanntlich hat aber zuerst Lagrange eine sichere 
Methode zur Auflösung der algebraischen Gleichungen gegeben, während 
die älteren Methoden mit Mängeln behaftet sind, die sie ganz unbrauchbar 
machen und die ich hier nicht besonders hervorzuheben brauche, da dieser 
grofse Mathematiker sie bereits in das hellste Licht gesetzt hat. Es ver- 
steht sich daher von selhst, dafs die Anwendung dieser älteren Methoden 
auf die transcendenten Gleichungen dieselben Mängeln haben; wo sie häufig 
noch viel bedeutender sein können. 

So z.B. wendet Euler *) die Newionsche Approximations-Methode 
an, um mehrere trauscendente Gleichungen aufzulösen. Die Mängel dieser 
Methode hat aber bereits Lagrange **) nachgewiesen. An einem andern 
Orte ***) hat Euler die Bernoullische Methode angewandt um die kleinste 
Wurzel der Gleichung 


5. z’7 

WE Sal 3 2 x Be Aka 

zu finden, wobei er jedoch selbst bemerkt, dafs diese Meihode nur selten zur 
Erfindung der Wurzeln transcendenter Gleichungen angewandt werden könne. 
Dieselbe Methode hat Euler auch später benutzt 7), um die kleinsten Wur- 
zeln einiger transcendenten Gleichungen zu finden. Die ausführliche Dar- 
stellung, welche Euler 77) der Bernoullischen Methode gewidmet hat und 
die Bemerkungen, welche Lagrange später hinzugefügt hat, zeigen zur 
Genüge, dafs die Anwendung dieser Methode, selbst auf algebraische Glei- 
chungen, sehr beschränkt ist und daher noch weniger zur allgemeinen Auf- 
lösung der transcendenten Gleichungen gebraucht werden kann. Man er- 
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%)  Instit. calc. diff. T. II. $. 242 segg. 

*2) Resol. des equat. num. No.V. 

*°#) Introd. in anal. inf. 1. I. $. 355. 

D Nova act. Acad. Petr. Tom. IX. p. 28 segqq. 
7) Introd. in an. inf. 1.1. C. 17. 
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hält nemlich vermittelst dieser Methode nur Näherungswerthe der gröfsten 
und kleinsten Wurzel, und zwar nur in dem Falle, wenn die Gleichung 
kein Paar zusammengehörender imaginärer Wurzeln hat, deren Product grö- 
[ser ist als das Quadrat der gröfsten reellen Wurzel. Im entgegengesetzien 
Falle ist die Methode unbrauchbar. In der neuesten Zeit hat freilich Fou- 
rier ”*) Andeutungen gegeben, wie die Bernoullische Methode verbessert 
und zur Auffindung aller Wurzeln gebraucht werden könne und ich **) 
habe nachgewiesen, dafs sich diese Andeutungen allerdings realisiren las- 
sen. In wie fern nun diese Ausbildung der Bernoullischen Methode sich 


auch auf die transcendenten Gleichungen anwenden lasse, werde ich spä- 
ter untersuchen. 


Die Lagrange'sche Methode zur Auflösung der algebraischen Glei- 
chungen ist zwar, von theoretischer Seite betrachtet, streng richtig, aber in 
ihrer Anwendung, wie bekannt, grofsen Schwierigkeiten unterworfen. Ihr 
wesentlichster Mangel liegt darin, dafs man eine Zahl kennen mufs, die 
kleiner als der kleinste Unterschied der Wurzeln ist. Die Aufsuchung die- 
ser Zahl aber erfordert, sobald die Gleichung von einem hohen Grade ist, 
fast unausführbare Rechnungen; wie es Lagrange selbst schon bemerkt hat. 
Noch viel schwieriger mufs die Aufsuchung dieser Zahl sein, sobald die ge- 
gebene Gleichung eine transcendente ist, und man kann sie in diesem Falle, 
wie auch schon Poison bemerkt hat ***), als völlig unausführbar ansehen. 


2. In dem 24sten Bande der Memoiren der Berliner Academie hat 
Lagrange eine Methode gegeben, um die Wurzeln der algebraischen Glei- 
chungen durch unendlicheReihen auszudrücken, und es haben später mehrere 
bedeutende Mathematiker diese Untersuchung aufgenommen und vervoll- 
kommnet. Diese Methode kommt zuletzt auf die Umkehrung der Reihen 
zurück, indem sie zeigt wie man, wenn eine Gleichung 

y=a+bco+cXa+da+ter .... 
gegeben ist, den Werth von x durch eine nach Potenzen von y geordnete 
Reihe ausdrücken kann, so dals man 


ce = A+By+Cy’+ .... 
hat. Lagrange bemerkt im Eingange zu dieser Abhandlung, dafs diese 





%) Analyse des equations p. 6. 8 segg- 
*#) Crelle Journ. für die Math. Bd. 11. p. 293 ff. 
#%#) Journ. de l’Ecole polyt. cah. 19. p. 382. 
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Methode auch bei den transcendenten Gleichungen brauchbar sei, welche 
Logarithmeu und Kreisbogeu enthalten, woraus also hervorgelt, dafs er 
sie selbst nicht für eine allgemein auf transcendente Gleichungen anwend- 
bare Methode gehalten hat. In der That ist sie aber auch erheblichen 
Schwierigkeiten unterworfen. Soll nemlich der Werth von x durch die 
nach Potenzen von y geordnete Reihe gefunden werden, so mufs diese 
Reihe convergiren; sie kann aber auch häufig divergiren und die Unter- 
suchung, ob das eine oder das andere Statt findet, ist schwierig, da die 
Reihen häufig sehr verwickelt sein können. Lagrange selbst hat zwar 
gesucht Kennzeichen anzugeben, vermittelst welcher man die Convergenz 
oder Divergenz beurtheilen könne: diese Kennzeichen sind aber schon aus dem 
Grunde ungenügend, weil sie auf einer falschen Definition der Convergenz 
beruhen. Lagrange nennt nemlich convergirend eine Reihe, deren Glie- 
der unendlich klein werden, und er sucht daher nur zu bestimmen, ob die 
Reihen, welche die Wurzeln der Gleichungen ausdrücken, diese Eigen- 
schaft haben, oder nicht. Es ist aber hinlänglich bekannt, dafs die Glieder 
einer Reihe unendlich klein werden können, während die Reihe dennoch 
divergirt, das heifst, während ihr Werth über alle Grenzen hinaus wächst 
und also zur Berechnung untauglich ist. Hierzu kommt noch, dafs wenn 
man auch den Werth einer Wurzel durch eine convergirende Reihe ge- 
funden hat, es doch äufserst schwierig ist, die verschiedenen Reihen, welche 
verschiedene Wurzeln ausdrücken, zu finden und von einander zu unter- 
scheiden; wie man es schon aus Lagrange’s Untersuchungen sehen kann, 
die sich nur auf algebraische Gleichungen beziehen. Auch darf nicht über- 
selıen werden, dafs es nicht möglich ist, auf diesem Wege die einzelnen 
Wurzeln allmälig nach ihrer Gröfse zu finden; was doch ein wesentliches 
Erfordernifs einer tauglichen Auflösungsmethode ist, da es besonders bei 
den transcendenten Gleichungen in der Regel nur darauf ankommt, die 
kleinsten Wurzeln zu kennen. In dem besonderen Falle, wo man den Werth 
der Wurzeln schon beinahe kennt, kaun diese Methode allerdings oft mit 
Nutzen gebraucht werden, um genauere Werthe zu finden. 

3. Einen anderen Weg hat Cauchy eingeschlagen ”*). Seine Me- 
thode beruht auf dem Verfahren, dessen sich Legendre bedient **), um einen 





— 


©) Lecons sur le calcul differentiel ch. 14. 
»%) Theorie des nombres T. 1. art. 119. 
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ersten Näherungswerth einer imaginären Wurzel algebraischer oder transcen- 
denter Gleichungen zu finden. Ist nemlich die Gleichung Fr = 0 ge- 
geben, so seizt Legendre <= a+Pßy —1, wo a und ß beliebige reelle Zah- 
len sind, und substituirt diesen Werth in F'(z), so dafs Fa +ßv—ı)= 


P-+0Oyv—1 ist, wo P und Q wieder reelle Gröfsen sind. Ferner substituire 
man diese Wertlie von x in _ und es sei unter dieser Voraussetzung 2 
=M+Ny-—1. Nimmt man nun eine reelle oder imaginäre unbestimmie 
Gröfse w, die aber im Verhältnifs zuy (« +?) sehr klein ist, so hat man, 
wenn man = aH+Pßy—1+w setzt und die höheren Potenzen von % 
vernachlässigt, 

a+ßy—1+o) = P+OY—1+u(M+NY—1). 
Da nun » willkürlich ist, so kann man 

w„M+NY—1) = —n(P+Qy-1) 

setzen, wo n ein ächter Bruch ist. Man hat also einen neuen Näherungs- 
werth 


F(«) = 1—n)P+QVY—1), 
welcher im Verhältnifs von 1—n zu 1 kleiner ist als der frühere Nähe- 
rungswerth. Fährt man auf diese Weise fort, indem man wieder x um eine un- 
bestimmte reelle oder imaginäre Gröfse wachsen läfst, deren Werth man nach- 


her genauer bestimmt, so kann man sich dem walıren Werthe von x immer mehr 
OF 


nähern. Würde I durch die Substitution eines Werthes von e=a+ßy —1 


auf Null reducirt, so müfste man, statt dieser Function, die Function re 
betrachten und überhaupt mufs man sich, wenn mehrere der Functionen 
a a .... durch einen Werth z= «+Pßy—1 auf Null reducirt 


werden, an den ersten Differentialquotienten halten, der nicht Null wird. 
Auf diese Weise glaubt Legendre zu beweisen, dafs jede algebraische oder 
transcendente Gleichung eine Wurzel von der Form «+ßy—1 hat, wo 
ß auch Null sein kann. Dieses Resultat ist aber nicht richtig, und es läfst sich 
auch leicht zeigen, dafs Zegendre's Verfahren mit mehreren bedeutenden Irrthü- 
meru behaftet ist. Legendre selbst hat schon eine Mangelhaftigkeit desselben 
bemerkt *), welche darin besteht, dafs man den ersten Näherungswerth ganz 
willkürlich annimmt, so dafs dieser bypothetische Werth vom wahren Werthe 





*) 'Theor. des nombres ed. 3. T.U. p. 420. 





1. Stern, über die Auflösung der transcendenten Gleichungen. 7 


bedeutend abweichen kann und man daher nothwendig sehr weitläuf- 
tige Rechnungen machen mufs. Dies ist aber nur eine Unbequemlichkeit. 
Unrichtig ist es dagegen, dafs Legendre bei der Entwicklung von 
F(a+ßy—1) nur die zwei ersten Glieder berücksichtigt, die vermittelst 
der Taylor’schen Reihe gefunden werden, und den Rest ganz vernachläs- 
sigt. Dieses Verfahren, welches der Newion’schen Approximationsmethode 
ähnlich ist, leidet auch an demselben F'ehler, indem die successiven Nähe- 
rungswerthe, statt gegen den wahren Werth zu convergiren, auch diver- 
giren können, da man Glieder vernachlässigt, deren Werth man nicht kennt. 
Ferner kann es aber auch sein, dafs die Substitution von «+ßy —1 für 
x einen der Differentialquotienten auf 4 reducirt, und alsdann hört nalür- 
lich die Brauchbarkeit des Verfahrens ganz auf. 

Diese Fehler hat Cauchy dadurch vermieden, dafs er nicht eine be- 
liebige Function F(x) betrachtet, sondern die Untersuchung auf Functionen 
beschränkt, welche nebst ihren sämmtlichen Differentialquotienten für alle 
endlichen reellen oder imaginären Werthe von x endlich und stetig bleiben, 
und unendlich grofs werden, wenn der Modulus der Veränderlichen x un- 
endlich grofs wird. Cauchy zeigt alsdann, wie man bei solchen Functionen 
nach Legendre’s Verfahren unter gewissen Voraussetzungen Näherungs- 
werthe finden und die Grenzen der begangenen Fehler bestimmen kann. 
Mithin ist diese Methode keine allgemein gültige. Ich begnüge mich daher, 
nur Folgendes darüber zu bemerken. Vermittelst dieser Methode will man 
sowohl die imaginären als die reellen Wurzeln finden. Soll die Wurzel 
reell sein, so mufs der imaginäre Theil des gefundenen Werthes verschwin- 
den. Hat nun aber die Gleichung reelle Wurzeln und man hat durch fort- 
gesetzte Annäherung einen Werth «+ßyY—1 gefunden, in welchem ß sehr 
klein ist, so kann man immer noch nicht wissen, ob ß eigentlich gleich 
Null und also eine reelle Wurzel der Gleichung = « ist, oder ob die 
Gleichung eine imaginäre Wurzel +ßy—-1 hat, in welcher ß sehr klein 
ist. Grade die reellen Wurzeln, welche vom wichtigsten Interesse sind, 
können also nach dieser Methode am wenigsten sicher gefunden werden. 

4. In der neuesten Zeit haben wir durch Fourier eine Methode 
zur Auflösung der algebraischen Gleichungen erhalten, welche, insofern 
man diese Auflösung auf die Bestimmung des Werthes der reellen Wurzeln 
und das Erkennen der imaginären einschränkt, vollkommen genügt. Fourier 
hat nun mehrfach die Behauptung ausgesprochen, dafs seine Methode nicht 
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auf die algebraischen Gleichungen beschränkt sei; sondern auch auf die 
(ranscendenten angewandt werden könne. Es sollte sogar das leider nicht 
erschienene fünfte Buch seines Werkes über die ‚Gleichungen, wie wir aus 
dem Expose synoptique ersehen, diese Anwendung seiner Methode aus- 
führlich behandeln. Ich werde mich im Folgenden bemühen, mit Hülfe der 
Andeutungen, die Fourier an mehreren Orten, und besonders in dem er- 
wälhnten Expose gegeben hat, diesen Theil seines Werkes wieder herzu- 
stellen und zu zeigen, wie man vermittelst der Kourierschen Metlıode die 
transcendenten Gleichungen vollständig, auflösen kaun, und hoffe auf diese 
Weise der zweiten Anforderung der Societät d. W. Genüge zu leisten. 


IH. Auflösung der transcendenten Gleichungen. 


5. Der Begriff der Wurzel einer algebraischen Gleichung kann 
auf zweierlei Arten. erklärt werden, die ihrem Wesen nach identisch sind, 
Ist nemlich eine solche Gleichung 

1. fl) = 0 
gegeben, so nennt man jeden Werth von =, der statt = in fx suhstituirt, 
diese Function auf Null reducirt, eine Wurzel der Gleichung (1.). Aufser- 
dem weils man aber auch, dafs f(=) das Product eiuer Anzahl einfacher 
reeller oder imaginärer Factoren ist, so dafs man 
[(z) = (e — a) (x — u) (2 —0) .... 

hat, WO &, &%,y &; »... reelle oder imaginäre Gröfsen sind. Da nun f(x) 
nur dann den Werth Null annehmen kann, wenn einer dieser Factoren 
verschwindet und unter dieser Voraussetzung gleich Null wird, da das 
Product der übrigen F'actoren immer eine endliche Gröfse bleibt, so 
kann man auch sagen: die Wurzeln der Gleichung f(x&)=0 sind die 
Werthe &, &s @s »..., welche den einfachen Factoren von f(x) ent- 
sprechen. Man kann daher auch behaupten, dafs der erste Theil einer 
algebraischen Gleichung dem Producte der einfachen F'actoren gleich ist, 
die den Wurzeln dieser Gleichung entsprechen. . Anders aber ist es bei den 
iranscendenten Gleichungen. Für diese pafst nur die erste Definition des 
Begriffs der Wurzel und man mufs sagen: die Wurzel einer transcenden- 
ten Gleichung f(x) =0 ist jeder Werth von x, welcher f(x) auf Null re- 
ducirt. Weifs man nemlich, dafs f(x)= (z—a)Fx ist, so folgt hieraus 
noch keinesweges, dafs a eine Wurzel der Gleichung f(x) = 0 ist. Denn 
substituirt man statt x den Werth a, so wird zwar 2—a=0, aber es 
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kann sein, dafs zu gleicher Zeit #'(4) =» wird. Man hätte daher in die- 
sem Falle f(@) = 0.x, welcher Ausdruck keinesweges immer —=0 sein 
mufs. Mithin ist zwar hier #—.a ein einfacher Factor von f(x), aber 
dennoch ist « keine Wurzel der Gleichung f(x) = 0, und es folgt hieraus, 
dafs bei den transcendenten Gleichungen keinesweges jeder einfache Factor 
des ersten Theils der Gleichung einer Wurzel entspricht, obwoll umge- 
kehrt jede Wurzel einem einfachen Factor. Ist z. B. die Gleichung 


tangx = 0 
gegeben, so kann man tangx als das Product der zwei F'aetoren sinx und 


sec.x ansehen. Der Factor sinx ist nun bekanntlich das Product einer 
unendlichen Anzahl einfacher Factoren, da 


sinx = (1) -)(1-55 IR 


ist; und dieses Product wird Null, sobald man einen der Facioren gleich 
Null seizt; das heifst, die Wurzeln der Gleichung 

snmz = 0 
sind e=0, =r7, 2=?7, =37, .... Diese Wurzeln sind zugleich 
Wurzeln der Gleichung {angx =0; denn sobald sinx = 0 ist, ist sec.x —1, 
also in diesem Falle tange = 0.1 = 0. Dagegen sind die Wurzeln der Glei- 
chung sec. x =0 keinesweges Wurzeln der Gleichung tanger—=U0. Soll 


IE 1 . - 
nemlich sec. x oder nz Null werden, so mufs cosx unendlich grofs sein. 


So lange aber x eine reelle Gröfse ist, kann dies nicht sein, das heifst, 
die Gleichung sec.x—=0 hat keine reelle Wurzel. Setzt man dagegen 
z=y+tzvV—1, wo y und 2 reelle Gröfsen sind, so ist cosxz = 
L(e+e7”)cosy—4(e— e*)sinyy—1.. Soll nun dieser Ausdruck unend- 
lich grofs werden, so mu[s z unendlich grofs sein. In diesem Falle hat 
man also 
cosx = te” (cosy — sinüyy—l). 
Nun ist aber, wenn man =y-+zy—1 setzt, 

sinz = 4(e+e”) siny-+ (ee — e)cosyy—i 
und, wenn man 3 = oo setzt, 

sinz = }e” (siny +cosyy—I); 


r F 2; 1 . e ® 
also ist sinz = ®, wenn on 0 ist, das heifst: wenn man statt x eiue 
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Wurzel der Gleichung sec.x = 0 substituirt, so wird tangxz = 0.%; was 
nicht nothwendig Null ist. Auch sieht man leicht, dafs unter diesen Um- 
ständen tangx wirklich einen anderen Werth als Null hat. Denn es ist 
in diesem Falle 

sinz _ sinytcosyV—1 
cosz cosy—sinyYV— 





tangx = 


= y—1). 


Das Product aller einfachen F'actoren, welche den Wurzeln der Gleichung 
tangx = 0 entsprechen, giebt also keinesweges tang x, sondern sin. 


6 Es kann auch sein, dafs es transcendente Functionen giebt, 
welche durch keinen reellen oder imaginären Werth von x auf Null re- 
ducirt werden können; wiewohl vielleicht noch keine solche Function bis 
jetzt bekannt ist. In diesem Falle würde also die Gleichung f(x) =0 gar 
keine Wurzel haben. Es giebt zwar viele, sowohl algebraische als trans- 
cendente Functionen, von welchen sich nachweisen läfst, dafs sie durch 
keinen endlichen reellen oder imaginären Werth von = auf Null reducirt 


werden können (dahin gehören die Functionen dr e*, e*Y-!): dennoch aber 


darf nicht behauptet werden, dafs z. B. die Gleichung e* = 0 keine Wur- 
zel habe, indem sich vielmehr nachweisen läfst, dafs sie deren unendlich 
viele hat, die sämmtlich in der Form e=—o enthalten sind. Es wäre 
aber offenbar eine Einseitigkeit, wenn man die unendlich grofsen Werthe 
nicht als Wurzeln gelten lassen wollte; auch wird sich später zeigen ($. 31.), 
dafs die Betrachtung dieser Wurzeln in bestimmten Fällen durchaus noth- 
wendig is. Eben so hat die Gleichung e*’-"—=0 eine unendliche Zahl 
von Wurzeln, die sämmtlich in der Form = — oy-—-1 enthalten sind. 
Wenn ich aber sage, dafs eine transcendente Gleichung f(x) =0 gar keine 
Wurzeln hat, so verstehe ich darunter, dafs sie weder durch endliche noch 
durch unendliche Werthe auf Null reducirt werden kaun, und es ist bis 
jetzt nicht ausgemacht, ob solche Functionen vorhanden sein können 
oder nicht **). 





©) Dafs tang e—=V —I wird, wenn sec. x = ist, hat bereits Fourier in einer 
Abhandlung bewiesen, die jedoch bis jetzt nicht erschienen ist. Man; vergleiche Mem. 
de l’acad. d. sc. T. X. pag. 129. 


##) Auch Fourier drückt sich darüber zweifelhaft aus, indem er sagt (Krpose synopt. 
p.65, n): „Mais s’il pouvait exister un facteur Fr qui ne cesserait point d’avoir une 
valeur finie, quelque valeur reelle ou imaginaire que l’on attribuät a x.” 








1. Stern, über die Auflösung der transcendenten Gleichungen. 11 


7. Ist mithin eine transcendente Function gegeben (sie heifse f(x)) 
und man kennt alle reellen oder imaginären Wurzeln der Gleichung fx = 0, 
nemlich a, ß, Y © »... und bezeichnet durch P(x) das Product 


(EL)... 


äller einfachen F'actoren, welche den Wurzeln der Gleichung P(xz)=0 
entsprechen, so kann es sein, dafs dieses Product nicht =f(x) ist. Es 
kann nemlich, wenn fe =Px.F'x ist, der Factor F'x so beschaffen sein, 
dafs er nur durch solche Werthe von x auf Null reducirt wird, die, in ®x 
substituirt, diese F'unction auf oo reduciren, so dafs die Wurzeln von Fx 
nicht zugleich Wurzeln von fx sind; oder es kann auch Fz eine F'unction 
sein, die durch keinen reellen oder imaginären Werth von x auf Null ge- 
bracht wird *). Läfst sich dagegen die Function fx in einfache F'actoren 
zerlegen, die den Wurzeln der Gleichung fx = O0 entsprechen, so dafs man 


2 = 12-707) 


hat und diese F'actoren so beschaffen sind, dafs, wenn man einen derselben 
gleich Null setzt und den daraus entspringenden Werth von x in die ühri- 
gen F'actoren substituirt, keiner dieser übrigen Factoren unendlich grofs 
wird, so kann die Gleichung keine anderen Wurzeln als a, ß, Y .... haben. 
Denn substituirt man statt x irgend einen anderen Werth, so kann dieser 
keinen der Factoren, aus welchen fx besteht, und also auch fx selbst nicht 
auf Null reduciren. 

8. Das Aufsuchen der reellen Wurzeln einer transcendenten, wie 
einer algebraischen Gleichung, geschieht dadurch, dafs man Grenzen sucht, 
zwischen welchen die einzelnen Wurzeln enthalten sind und dafs man diese 
Grenzen immer enger zusammenzieht. Eine algebraische Function fx ist 
aber immer eine continuirliche, das heifst, eine Function, die nur um ein 
unendlich Kleines wächst, wenn die Veränderliche x einen unendlich klei- 
nen Zuwachs erhält. Der Werth einer solchen Fuuction kann daher nicht 
vom Posiliven zum Negativen und umgekehrt übergehen, ohne dazwischen 
Null zu werden. Eine transcendente Function fx dagegen kann auch eine 
discontinuirliche sein, das heifst, es können Grenzwerthe von x vorkommen, 
die so beschaffen sind, dafs einem unendlich kleinen Zuwachse von x ein 





*) Es versteht sich von selbst, dafs das Product der den Wurzeln entsprechenden 
einfachen Factoren einer Gleichung A.fr = 0, wenn 4 eine Constante ist, nicht A.fx, 
sondern nur fx werden kann. 


2% 
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endlicher oder unendlich grofser Zuwachs von fx entspricht. Zwischen 
solehen zwei benachbarten Grenzwerihen, bei welchen die Continuität auf- 
hört, wird also die transcendente Function eontinuirlich sein. Sucht man 
daher dieWurzeln einer {ranscendenten Gleichung fx = 0, so mufs man zu- 
erst schen, ob fx eine continuirliche oder eine discontinuirliche F'unction ist. 
Diese Untersuchung gehört nicht in das Gebiet der Theorie der Gleichun- 
gen. Dieselbe setzt sie vielmehr voraus. Hat man gefunden, dafs fx eine 
discontinuirliche Function ist, und kennt man die Grenzwerthe, bei welcheu 
die Continuität aufhört, so betrachtet man, statt der Function im Allgemei- 
nen, die einzelnen Theile derselben, welche zwischen je zwei Grenzwer- 
ihen enthalten sind und sucht die in diesen Zwischenräumen enthaltenen 
Wurzeln. Insofern man daher voraussetzt, wie es im Folgenden immer 
geschieht, dafs man die in den {ranscendenten Gleichungen vorkommenden 
F'unetionen nur innerhalb der Grenzen betrachtet, zwischen welchen sie con- 
tinuirliche Gröfsen sind, gilt auch für diese Gleichungen folgender Lehrsatz. 

„Wenn die Gleichung fx =0 gegeben ist, und man substituirt statt 
x die Werthe x, und x,, so werden, wenn fx, und fx, entgegengesetzte 
Zeichen haben, eine oder mehrere Wurzeln dieser Gleichung zwischen den 
Grenzen x, und x, enthalten sein. Liegt keine reelle Wurzel der Glei- 
chung zwischen diesen Grenzen, so haben fx, und fx, gleiche Zeichen.” 

Der Beweis dieses Satzes ist bekannt und folgt unmittelbar aus dem 
Begriffe der Continuität. 


9. Hin anderer, ebenfalls bekannter Satz, von welchem später häufig 
Gebrauch gemaeht werden wird, ist folgender. 
„Wenn eine Function fx, so wie auch ihre Differentialquotienten 


ofx fx 0°’fx a tt gi 
4 . r,3 ae .... zwischen den Grenzen x und z-+« contiuuirliche 


Gröfsen sind, so hat man 


fat) = fe + Fe, 











x 
a.od a? 2 fl a 
fat) =fe+ 24 x ernrt A 
Y nn N Pak. of 2 92 fx a® f(x, + a) 
ep) Hin dar 123 öx® 


etc. e@ic., 


o (x,x2+.a) eine Gröfse bedeutet, die zwischen x und z-+a« enthalten 
ist, aber in den verschiedenen Gleichungen verschiedene Werthe haben 
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kann. ‘Den Beweis dieses Satzes findet‘ man 'z. Br in Dagrange Legons 
sur le calc. des fonct. leg.'9. Kr gilt auch für: den Fall, wenn fx eine 
continuirliche imaginäre Function ist. 

10.: Nach diesen Vorbereitungen will ich nun zuerst zeigen, wie 
man die Grenzen finden kann, zwischen welchen die reellen Wurzeln der 
transcendenten Gleichungen euthalten sind. Wiewohl ich die Untersuchun- 
gen Fourier's über die Theorie der algebraischen Gleichungen als be- 
kannt voraussetzen mufs, will ich doch zuerst, zur deutlicheren Einsicht, 
in der Kürze das Verfahren andeuten, vermittelst dessen er die Grenzen 
der reellen Wurzeln findet. 

Ist eine algebraische Gleichung 

fe = 2" tax” +a2”"”+... tan, —=0 
gegeben, so bilde man die successiven Differenzialquotienien f'x, f’x, 
f’&; .... Der letzte Differentialquotient f” x ist eine constante Gröfse. Nimmt 
man statt x irgend eine Zahl # und substituirt dieselbe in die Ausdrücke 
Paz 0 sen fa fa; 

so werden die sich hieraus ergebenden Werthe das Zeichen von Positiv 
oder Negativ vor sich haben. Diese Zeichen schreibe man in der Ordnung, 
wie man sie erhält, neben einander, in eine horizontale Reihe, von der Linken 
zur Rechten fortgehend, und bezeichne die Reihe von Zeichen durch [a]. 
Die Zeichenreihe [— x] wird nur Zeichenwechsel enthalten, die Zeichen- 
reihe [©] nur Zeichenfolgen; und zwar verliert die Zeichenreihe ihre Zei- 
chenwechsel beim Uebergange von — x zu © allmälig, ohne jemals einen 
Zweeichenwechsel, den sie verloren hat, wieder zu erhalten, oder neue zu 
bekommen. Sobald man nämlich statt x eine reelle Zahl « substituirt, 
welche fx auf Null redueirt, so verliert die Zeichenreihe einen Zeichen- 
wechsel, den sie nicht wieder erhält. Sie kann aber auch Zeichenwechsel 
dadurch verlieren, dafs einer oder mehrere der‘ Differentialquotienten Null 
wird, ohne dafs fx Null wird. In diesem Falle verliert sie aber die 
Zeichenwechsel immer paarweise, und der Verlust eines jeden solchen 
Paares von Zeichenwechseln deutet auf zwei imaginäre Wurzeln. Man 
besitzt nun Mittel, um zu unterscheiden, ob der Verlust der Zeichen- 
wechsel von reellen oder imaginären Wurzeln berührt. Sind daher & und 
ß zwei reelle Zahlen, ist > «& und man findet, dafs [@] n Zeichen- 
wechsel mehr enthält als [], so werden zwischen den Grenzen « und ß 
n Wurzeln angedeutet und man kann alsdann untersuchen ,„ ob und wie 
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viele reelle Wurzeln wirklich zwischen diesen Grenzen liegen, oder ob 
der Verlust der Zeichenwechsel ganz oder theilweise von imaginären 
Wurzeln herrührt. 

11. Die besondere Eigenthümlichkeit einer ganzen algebraischen 
Function fx besteht darin, dafs man durch fortgesetzte Differentiation zu- 
letzt zu einem Differentialquotienten kommt, der einen constanten Werth 
hat; und vermöge dieser Eigenthünlichkeit ist es möglich, jedesmal die An- 
zahl der Zeichenwechsel in den zwei Zeichenreihen [x] und [ß] zu be- 
stimmen und hieraus zu schliefsen, wie viel Wurzeln zwischen den Gren- 
zen « und ß enthalten sind. Bei den transcendenten Functionen dagegen 
kann man die Differentiation in's Unendliche fortsetzen, und kommt nie zu 
einem constanten Werthe. Eben deswegen kann man bei den transcen- 
denten Gleichungen nicht ohne Weiteres bestimmen, wie viele reelle Wur- 
zeln zwischen zwei beliebig gewählten Grenzen enthalten sind, wenn auch 
die transcendente Function, welche den ersten Theil der Gleichung bildet, 
zwischen diesen Grenzen continuirlich ist. Dennoch aber kann man auch 
bei diesen Gleichungen, auf ganz ähnliche Weise wie bei den algebraischen, 
alie reelle Wurzeln, die zwischen —oc und » enthalten sind, mit Bestimmt- 
heit entdecken, sobald man nur diesen Zwischenraum in kleinere Zwischen- 
räume theilt, die nach einem bestimmten Gesetze gebildet werden müssen. 
Man kann nemlich für jede transcendente Function fx einen Differential- 
quotienten f”x finden, der so beschaffen ist, dafs er zwischen zwei Gren- 
zen « und ß sein Zeichen nicht ändert, dafs also die Gleichung f” x == 0 
zwischen diesen Grenzen keine Wurzel hat; und dieser Differentialquotient 
spielt in Beziehung auf diese Grenzen dieselbe Rolle, wie der constante 
Differentialquotient bei den algebraischen Gleichungen, indem man ver- 
mittelst desselben bestimmen kann, wie viele Wurzeln die transcendente 
Gleichung fx = 0 zwischen den Grenzen « und ß hat. Dafs man wirk- 
lich jedesmal einen solchen Differentialquotienten finden kann, ist klar. 
Denn die gegebene Gleichung fx =0 ist nothwendig eine bestimnte, das 
heifst, die Function fx ist von der Art, dafs man aus ihr für jeden Werth ,, 
den man statt x substituirt, den Werth von f(y) mit Bestimmtheit fin- 
den kann, sei es nun, dafs man ihn genau angeben, oder in beliebig 
enge Grenzen einschlie[sen kann; was z. B. der Fall ist, wenn fx eine 
convergirende Reihe ist. Wäre fx eine unbestimmte Function, so könnte 
natürlich von der Auflösung der Gleichung fx =0 nicht die Rede sein. 
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Es müssen mithin auch die successiven Differentialquotienten von fx noth- 
wendig bestimmte F'unctionen sein. Man wird also aus der Natur irgend 
eines Differentialquotienten erkennen können, ob er für einen bestimmten 
Werth z= a, positiv oder negativ ist, und da dieser Differenzialquotient, 
wie hier immer vorausgesetzt wird, zwischen bestimmten Grenzen eine 
continuirliche Gröfse ist, so wird man immer einen Zuwachs d von x be- 
stimmen können, so beschaffen, dafs der Differentialquotient, welcher f” x 
heifsen mag, innerhalb der Grenzen x = a, x = «+ 0, immer dasselbe Zei- 
chen behält. Sobald diese Grenzen gefunden sind, kann man, auf dieselbe 
Weise wie bei den algebraischen Gleichungen, bestimmen, wie viele Wur- 
zeln die gegebene Gleichung zwischen diesen Grenzen hat. Es mufs nur 
eine Modification in Beziehung auf die Bildung der Zeichenreihen eintreten. 
Bei den algebraischen Gleichungen bildet man die Zeichenreihe, indem man 
zuerst alle Differentialquotienten, vom letzten anfangend, in eine Reihe 
schreibt, und alsdann statt x den Werth & substituirt. Die hieraus ent- 
springende Zeichenreihe wurde oben durch [a] bezeichnet. Bei den trans- 
cendenten Gleichungen sucht man zuerst einen Differentialquotienien, der 
zwischen zwei Grenzen & und ß- dasselbe Zeichen behält *#). Schreibt 
man diesen Differentialquotienten, und alle folgenden, nach der Ordnung in 
eine horizontale Linie und substituirt alsdann statt z einen Werth a, der 
zwischen & und ß liegt, in alle diese Functionen, so erhält man wieder 
eine Reihe von Zeichen, die im Allgemeinen theils positiv, theils negativ 
sein werden. Diese Zeichenreihe soll im Folgenden durch [a] bezeichnet 
werden. Ich werde auch zur Abkürzung die zwei Grenzen, zwischen 
welchen ein bestimmter Differentialquotient sein Zeichen nicht ändert, die 
bestimmenden Grenzen und diesen Differentialquotienten den bestimmen- 
den nennen. 

12. Liegt eine Zahla zwischen den bestimmenden Grenzen a und ß, 
so ist es einleuchtend, dafs die Zeichenreihe [a] mit der Zeichenreihe [«] 
identisch ist, so lange nicht zwischen « und a eine Zahl liegt, die, statt 
substituirt, eine oder mehrere der auf den bestimmenden Differentialquo- 
tienten folgenden Functionen auf Null reducirt. Denn eine Aenderung in 
der Zieichenreihe kann nur dadurch entstehen, dafs eine oder mehrere die- 





“#) Es wird im Folgenden immer: vorausgesetzt, dafs f, mit Rücksicht auf das 
Zeichen, immer gröfser ist als «. 
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ser Functionen vom Positiven zum Negativen, und umgekehrt, übergehen ; 
und da vorausgesetzt wird, dafs alle Functionen zwischen den bestimmenden 
Grenzen continuirlich sind, so kann dieser Uebergang nicht Statt haben, 
wenn die Funectionen nicht dureh den Werth Null gehen. Man nehme da- 
her zuerst an, die Zahl a’ sei so beschaffen, dafs-sie nur fx und keine der 
übrigen Functionen auf Null reducirt, so dafs also « eine Wurzel der Glei- 
chung fz=0 ist. Man seize in allen Fuunctionen statt x nach einander die 
drei Werthe «—da, a, a+9a und schreibe die hierdurch entstehenden 
drei Zeichenreihen [@a— da], [a], [a+ 9a] auf drei horizontale Linien 
unter einander. Diese drei Zeichenreihen werden nur in Absicht auf das 
letzte Zeichen verschieden sein; denn da der Werth von da ganz unbe-. 
stimmt ist und nach der Voraussetzung die Substitution von @ für z nur 
fr auf Null redueirt, so kann man ihn immer so klein annehmen, dafs keine 
der übrigen Functionen ihr Zeichen zwischen deu Grenzen a— da: und 
a+0a ändert. Es wird aber f(a+-da) positiv oder negativ und f(a—- du) 
negativ oder positiv sein, je nachdem f’# positiv oder negativ ist, Ist fa 
positiv, so hat man das Schema 

la— 0a] = ..,. + — 

[ea] = .... +0 

[a +9a]l=....++ 
Ist f'a negativ, so hat man das Schema 

la—da] = ....— + 

[a] = ....—0 

[le +9a] =... — — 
In beiden. Fällen verliert also die Zeichenreihe einen Zeichenwechsel beim 
Uebergange von a— da zu a-+da, sobald « eine Wurzel der Gleichung 
fe = DO ist. 

13. Ist dagegen die zwischen den bestimmenden Grenzen enthaltene 

Zahl @ so beschaffen, dafs sie eine der auf den bestimmenden Differential- 
quotienten folgenden Functionen, z.B. f"xz, und nur diese auf Null reducirt, 
so werden auch in diesem Falle alle Zeichen der drei Reihen [a — 0a], 
fa] und [a-+29a] bezüglich gleich sein, bis auf dasjenige, welches durch 
die Substitution der drei Werthe «— da, a und a+ 09a in f”x entsteht, und 
man hat daher nur nöthig, die drei auf einander folgenden Functionen f”*x, 
fiz, fx zu betrachten, wenn man wissen will, wie sich die drei, Bei- 
hen [a— da], [a] und [a+da] gegen einander verhalten. Die Function 
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f"(a—da) ist negaliv oder positiv, die Function f*(a-+da) positiv oder 
negativ, je nachdem f”*'a positiv oder negativ ist. Die Function f”-!4 
kann aber ebenfalls positiv oder negaliv sein. Hierdurch entstehen vier 
verschiedene Combinationen. ‚Sind nemlich f"*'a und f”"!a positiv, so hat 
man, wenn man nur die Zeichen der Functionen f”+'z, f” x, fa, 
schreibt : 


[a — 9a] = ...+—+ .... 
la] = ...- +0 + .... 
[@a-+9a] EN 


Sind f”+'a und f”'a beide negativ, so hat man 
Ia— 0a] =... —t— .. 
[«] = oe. — 0 — .. 
[l.a+9ua] = .... —— — .... 

Ist f”t'a negativ und f""'a positiv, so hat man 
[a — 0a] = s... ——-+ .... 
le] = .... — O0 + .... 
[@a-+0a] =... — ++ .... 


Ist f"*'a positiv und f”"'a negativ, so hat man 


[e—da] = .... + — — .... 
le] =.... +0 — .... 
[a +0al=....++— .... 


In den zwei Fällen, wenn f”*'a und f”"'a gleiche Zeichen haben, enthält 
also [a-+ 09a] zwei Zeichenwechsel weniger als [a— 0a]. In den zwei 
Fällen dagegen, wenn diese Functionen verschiedene Zeichen haben, ent- 
hält [a+0a] eben so viele Zeichenwechsel als [a— 0a]. 


14. Es ist noch der Fall übrig, wenn die Zahl a so beschaffen ist, 
dafs sie, statt z substituirt, mehrere auf einander folgende der zu betrach- 
tenden F'unctionen auf Null reducirt. Da indessen die Untersuchung dieses 
Falles ebenfalls ganz auf dieselbe Weise ausgeführt werden kann wie bei 
den algebraischen Gleichungen, für welche sie schon Fourier ausführlich an- 
gestellt hat, so will ich nur das Resultat hersetzen, wie es in Beziehung 
auf die transcendenten Gleichungen ausgesprochen werden mufs. Man nehme 
an, es sei eine zwischen den bestimmenden Grenzen & und ß liegende Zahl 
so beschaffen, dafs sie, statt z substituirt, die © auf einander folgenden 


Functionen 
fl” 2, Juin T, 2a ve x 
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auf Null redueirt, so sind zwei Fälle zu unterscheiden. Ist ö eine gerade 
Zahl, so enthält [a+ 09a] die Zahl © von Zeichenwechseln weniger als 
[a— 2a]; ist aber © eine ungerade Zahl, so kommt es darauf an, ob f"+!a 
und f”"a gleiche oder ungleiche Zeichen haben. Im ersten Falle hat 
[a+da] © +1, im zweiten z—1 Zeichenwechsel weniger als [a— da]. 
Verschwinden nun durch die Substitution eines Werthes a von x, an ver- 
schiedenen Stellen verschiedene Gruppen von Functionen, so dafs die 
Anzahl der verschwindenden Functionen an einer Stelle ö, an einer ande- 
ren ® u.s. w. beträgt, so braucht man nur für jede Gruppe die Regeln in 
Anwendung zu bringen, die so eben für eine einzelne Gruppe gegeben worden 
sind und findet auf diese Weise die Totalsumme der Zeichenwechsel, die 
[a-+ 0a] weniger enthält als [a— da]. 

15. Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich deutlich, wie man die 
Zahl finden kann, welche angiebt, wie viele reelle Wurzeln der Gleichung 
fz = 0 zwischen den bestimmenden Grenzen « und ß liegen können. 
So lange nemlich zwischen & und ß keine Zahl liegt, welche eine oder 
mehrere der zu betrachtenden F'unctionen auf Null reducirt, sind die Zeichen- 
reihen [x] und [ß] identisch. Diese Zeichenreihen können nur dann von 
einander verschieden sein, wenn die Function fx, oder einer ihrer Differen- 
tialquotienten zwischen den Grenzen « und ß Null wird. In diesem Falle 
mufs aber die Zeichenreihe [ß] immer weniger Zeichenwechsel als die 
Reihe [@] haben, indem, wenn man deu Werth von x wachsen läfst, nur 
Zeichenwechsel verschwinden, nie aber die verlorenen wieder erscheinen, 
oder neue hinzu kommen können. 

Liegen n reelle Wurzeln zwischen « und ß, so mufs [ß] wenigstens 
n Zieichenwechsel weniger als [«] enthalten. Denn hezeichnet man die 
Wurzeln, nach ihrer Gröfse geordnet, durch a, &%, Q ...., sohat [a,+0a,] 
wenigstens einen Zeichenwechsel weniger als [@]; eben so [.-+0«,] we- 
nigstens einen Zeichenwechsel weniger als [a, + °a,] u. s. w. 

Umgekehrt darf man aber aus dem Umstande, dafs [8] die Zahl n 
von Zieichenwechseln weniger enthält als [@] , nicht schliefsen, dafs zwischen 
« und ß wirklich n reelle Wurzeln liegen, weil das Verschwinden der 
Zeichen auch daraus entstehen kann, dafs einer oder mehrere der Differen- 
tialquotienten von fx durch die Substitution eines zwischen & und ß liegen- 
den Werthes auf Null reducirt werden, ohne dafs dies hei fx der Fall wäre. 
Soviel aber ist gewils, dafs, wenn n eine ungerade Zahl ist, zwischen « 
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und ß wenigstens eine reelle Wurzel liegt, weil, wenn einer oder mehrere 
der Differentialquotienten Null werden, entweder gar kein Zeichenwechsel, 
oder eine gerade Zahl von Zeichenwechseln verschwindet. 


16. Der Zweifel, ob der Verlust der Zeichenwechsel auf reelle 
Wurzeln deute, die zwischen den bestimmenden Grenzen « und ß enthalten 
sind, oder ob er davon herrühre, dafs einer oder mehrere der Differential- 
quotienten zwischen diesen Grenzen Null werden, kann bei den transcen- 
denten Gleichungen durch dieselbe Regel gelöset werden, die Fourier für 
den ähnlichen Fall bei den algebraischen Gleichungen gegeben hat. Ich 
werde hier aber um so lieber einen analytischen Beweis hersetzen, der 
auf die transcendenten und algebraischen Gleichungen zugleich anwendbar 
ist, als Fourier diese Regel durch geometrische Betrachtungen erwiesen hat. 

Man betrachte zuerst den Fall, wenn [«] nur zwei Zeichenwechsel 
mehr als |ß] hat, und setze zugleich voraus, dafs dieser Unterschied sich 
erst in den zwei letzten Zeichen jeder Reihe zeigt, so dafs die vorher- 
gehenden, sich entsprechenden Zeichen in beiden Reiben dieselben sind, so 
ist ein doppeltes Schema möglich. Entweder ist 


[fa] = :-..- — + 

Da. + 
oder 

[e] ZZ .... —t+— 

[Pl = --... —— — 


In beiden Fällen hat ?z=0 keine Wurzel, die zwischen « und ß ent- 
halten ist, weil, sobald man die zwei letzten Zeichen vernachlässigt, die 
Zeichenreihe [«] nicht mehr Zeichenwechsel hat als die Zeichenreihe [ß]. 
Man kann daher f?z als die bestimmende Function annehmen. Dagegen 
hat f!2=0 eine Wurzel zwischen diesen Grenzen und es entsteht nun 
die Frage ob f£=0 zwei reelle Wurzeln oder keine zwischen diesen 
Grenzen habe. Es wird hierbei vorausgesetzt, dals man sich schon ver- 
sichert hat, die Gleichung fx = 0 habe nicht zwei gleiche Wurzeln zwi- 
schen « und ß, das heifst, dafs man untersucht hat, ob fx und f'x einen 
gemeinschaftlichen Factor haben und ob dieser gemeinschaftliche Factor, 
wenn er exislirt, eine Wurzel zwischen & und ß habe. 

Man betrachte zunächst das erste Schema. Man sieht sogleich, dafs, 
wenn a die Wurzel der Gleichung f!z = ist, die zwischen « und 2 liegt, 


alsdaun die Zeichenreihe [a] mit +0 — schliefsen mufs, sobald zwischen 
3% 
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a und ß zwei reelle Wurzeln der Gleichung fz=0 liegen sollen, weil 
in dem anderen Falle, der hier noch ‚möglich ist, wenn nemlich [«] mit 
+-0-+ schliefst, hieraus von selbst das Nichtvorhandensein der reellen 
Wurzeln folgt. Denn im leizteren Falle hätte man 

[a —da] =... +—+ 

fatal =... +++ 
Die zwei Zeichenwechsel würden also zwischen den Grenzen a—da und 
a-+ da, zwischen welchen nach der Voraussetzung keine reelle Wurzel 
der Gleichung fx = 0 liegt, verloren gehen. Mithin mufs man, wenn die 
zwei reellen Wurzeln vorhanden sind, nothwendig folgendes Schema haben: 

[al = ....-+—+ 
le —9a] = .... + —— 
[a+9al =... ++— 
B=... +++ 
und es ist eine reelle Wurzel zwischen « und a— da, die andere zwischen 
a-+-da undß enthalten. Es sei die kleinere Wurzel &, = «-++Öb, die grölsere 
z,=ß—)JÖ‘. Hieraus folgt (9) 
f(a+b) = fa+bf'(u0+b) = fa+ (a —a)f'(,0+5) = 0 
oder En 
urtz S'(s,@+b) 

Auf dieselbe Weise findet man 2 


De ed 

Da f'xz zwischen den Grenzen « und ß continuirlich ist, so bleibt der 
Werth dieser F'unction negativ, so lange man für x eine Zahl substituirt, 
die zwischen & und a liegt; und zwar wird der numerische Werth der 
Function kleiner, je näher die statt & substituirte Zahl dem Werthe kommt. 
Aus demselben Grunde bleibt f’x positiv, so lange man stalt x eine Zahl 
substituirt, die zwischen a und ß liegt, und der Werth dieser Function 
wächst, je mehr sich die statt = substituirte Zahl dem Werthe ß nähert. 
Es ist also (ohne Rücksicht auf das Zeichen) 

(a +b)<fa 

fB-,B<f'ß, 








folglich 
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und um so mehr 

lei 
a f'« < ß fBß 
da x, kleiner als x, ist, das heifst, es muls 
Fr + F-<p—a 

Dasselbe Resultat findet man aus dem zweiten Schema, wenn man 
bedenkt, dafs in diesem Falle die Zeichenreihe [za] mit den Zeichen —0O+ 
schliefsen mufs, wenn a die zwischen & und ß liegende Wurzel der Glei- 
chung f'= == 0 ausdrückt. Man hat daher folgende Regel. Soll die Gleichung 
fe =0 unter den erwähnten Umständen zwei reelle Wurzeln haben, die 


JB _f« 


zwischen a und ß liegen, so mufs die Summe der Quotienten 7 Fe 


kleiner sein als der Unterschied der Grenzen; im entgegengesetzten Falle 
kann man mit Sicherheit annehmen, dafs zwischen den erwähnten Grenzen 
keine. Wurzel liegt. Ist aber diese Summe wirklich kleiner als ß—.a, so 
folgt daraus noch nicht, dafs die zwei reellen Wurzeln wirklich vorhanden 
sind, sondern man sieht daraus nur, dafs die Grenzen nicht eng genug 
gezogen sind. In diesem Falle substituire man statt z eine zwischen « 
und ß liegende Zahl c. Hat fc nicht dasselbe Zeichen wie fa und fß, so 
folgt daraus, dafs eine reelle Wurzel zwischen « und c, die andere zwi- 
schen c und ß liegt. Hat aber fc dasselbe Zeichen, so sehe man ob f’c 
in Aksicht auf das Zeichen mit f’« oder f’ß übereinstimmt. Man nenne © 
diejenige der Zahlen « und ß, die, in f‘x substituirt, ein Resultat giebt, des- 
sen Zeichen dem von f’c entgegengesetzt is. Die zwei möglicherweise 
vorhandenen: Wurzeln müssen also zwischen c und d liegen. Man wende 
daher auf diese Grenzen dasselbe Verfahren an, welches früher bei den 
Grenzen « und ß angewandt wurde. Fährt mau auf diese Weise fort, so 
findet man zuletzt, entweder dafs keine reelle Wurzel zwischen den Gren- 
zen « und ß liegt, oder man gelangt dahin, die Wurzeln zu trennen. 


Bisher ward f’x als die bestimmende Function angenommen. Nähme 
man aber einen höheren Differentialquotienten zur bestimmenden Function, 
so könnte es sein, dafs der Unterschied der Zwischenwechsel in den Rei- 
hen [a] und [ß] gröfser als 2 wäre; auch könnte sich dieser Unterschied 
früher als bei den zwei letzten Zeichen zeigen. Da indessen schon Fourier 
ausführlich gezeigt hat, dafs auch in diesen Fällen dieselbe Regel hin- 





sein. 
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reicht, um das Vorhandensein oder die Abwesenheit der reellen : Wurzeln 
zu erkennen, und dieselben Betrachtungen ohne irgend eine Aenderung 
auch für die Wurzeln einer transcendenten Gleichung gelten, die zwischen 
den bestimmenden Grenzen « und ß angedeutet werden, so halte ich es 
für überflüssig, diese Betrachtungen zu wiederholen. 

17. Durch das Vorhergehende ist die Frage, wie man die Grenzen 
finden kann, zwischen welchen die einzelnen reellen Wurzeln enthalten 
sind, erledig. Es kommt blofs darauf an, dafs man 'den Zwischenraum 
von — zu oo in Unterabtheilungen theilt, so dafs für jede ‚solche Unter- 
abtheilung irgend ein Differentialquotient zwischen den Grenzen, die diese 
Unterabtheilung einschliefsen, dasselbe Zeichen behält; alsdann findet man, 
wie viele Wurzeln zwischen diesen Grenzen liegen. Dies Verfahren wird 
durch die folgenden Beispiele noch deutlicher werden. ich will nur noch 
eine Bemerkung hier anknüpfen. Da eine algebraische Gleichung vom mten 
Grade immer das Product von m einfachen F'actoren ist, die den m reellen 
oder imaginären Wurzeln entsprechen, so kann man aus dem Verluste der 
Zueichenwechsel, die nicht reellen Wurzeln der Gleichung entsprechen, 
schliefsen,, dals die Gleichung eben so viel imaginäre Wurzeln hät, als sie 
solcher Zeichenwechsel verliert. Denn da die Zeichenreihe überhaupt zwi- 
schen den Grenzen —oo und % immer m Zeichenwechsel verliert und 
jeder reellen Wurzel der Verlust eines Zeichenwechsels entspricht, so folgt 
daraus, dafs die Zeichenwechsel, welche nicht wegen reeller Wurzeln ver- 
loren gehen, eben so viele imaginäre Wurzeln andeuten. Dieser Schlufs 
ist aber auf die transcendenten Gleichungen im Allgemeinen nicht anwend- 
bar. Denn, wie früher bewiesen wurde, bestehen diese Gleichungen nicht 
immer aus Producten einfacher Factoren, die den Wurzelu der Gleichung 
entsprechen. Wenn man daher findet, dafs zwischen den zwei bestimmen- 
den Grenzen « und 8 mehre Zeichenwechsel verloren gehen als reelle 
Wurzeln zwischen diesen Grenzen enthalten sind, so‘ folgt daraus‘ noch 
nicht, dafs die Gleichung imaginäre Wurzeln hat. 

18. Sobald einmal die reellen Wurzeln getrennt sind, so geht die 
genauere Berechnung ihrer Werthe oAne allen Unterschied auf dieselbe 
Weise fort, wie bei den algebraischen Gleichungen. Wendet man die ver- 
besserte Newtonsche Näherungsmethode an, wie man sie bei Hourier fin- 
det, so mufs man von dem iu (9.) gegebenen Satze Gebrauch machen, und 
verfährt auf dieselbe Weise, wie Fourier im zweiten Buche seines Werkes 
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über die Gleichungen. Ich kann daher wieder nur auf dieses Werk ver- 
weisen und will blofs in der Kürze die Regeln der Berechnung zusammen- 
stellen, damit ihre Anwendung auf die Lösung einzelner Gleichungen, die 
später folgen soll, deutlicher werde. 


Man zieht zuerst die Grenzen so eng zusammen, dafs nur eine 
Wurzel der Gleichung fx = 0 und keine Wurzel der Gleichungen fx = 0, 
f'z=0 zwischen denselben enthalten ist. Es ist immer möglich, so enge 
Grenzen zu ziehen, sobald die Functionen fx und f’x nicht einen ge- 
meirschaftlichen Factor mit fx haben; im entgegengesetzten Falle müfste 
man erst diesen Factor suchen und absondern. Sind diese Grenzen gefun- 
den und nennt man die kleinere «a, die grölsere ß, so bemerke man, welche 
derselben so beschaffen ist, dafs sie, statt x in fx und fx substituirt, 
diesen F'innctionen gleiche Zeichen giebt: diese Grenze heifse die äufsere. 
Man bezeichne sie durch 9; so sind 

IE TE Zu 

f'9’ f'ö 
zwei neue Näherungswerthe von x, und zwar liegt der ersie zwischen « 
und x, der zweite zwischen x und ß. Mit diesen neuen Näherungswerthen 
kann man wieder wie mit x und ß verfahren und daraus zwei andere Nähe- 
rungswerthe herleiten, die der Wurzel noch näher liegen, und dieses Ver- 
fahren läfst sich so weit man will fortsetzen. Man wird aber diese zwei Gren- 
zen nicht jedesmal zu berechnen, sondern nur folgende Regel zu beobachten 
haben. Man ziehe zuerst die Grenzen & und ß so eng zusammen, dals sie nur 
um eine Decimal-Einheit verschieden sind: ihr Unterschied sei (]},)”. Man 
nehme alsdann diejenige der Gröfsen fa und f’’ß, deren numerischer 
Werth der gröfste ist, und dividire ihn durch diejenige der Gröfsen ?f‘a, 
2f'ß, die den kleinsten Zahlenwerth hat. Es sei (},)* die Decimal-Einheit, 
welche unmittelbar gröfser ist als dieser Quotient. Man untersuche nun 
ob n gleich 1—%k, oder gröfser als diese Zahl ist. Ist n<1—k, so mufs 
man die Grenzen enger zusammenziehen, bis die Bedingung nZ>1—% er- 
füllt ist. Man nehme alsdann, wenn ß die äufsere Grenze ist, den Quotien- 


& 


ten 4 und entwickele ihn bis zur 22 + %'" Decimalstelle einschliefslich. 


Die letzte Stelle des Quotienten vermehre man um eine Einheit und addire 
den so gefundenen Werth zur Grenze ß, oder ziehe ihn davon ab, je nach- 
dem fß und f‘ß verschiedene oder gleiche Zeichen haben. Der so ent- 
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stehende neue Näherungswerth ß’ kann gröfser oder kleiner als die Wur- 
zel sein; was man leicht erfährt, wenn man ß° statt x in fx substituirt. 
In jedem Falle aber ist B° von x um eine.Gröfse, verschieden, die weniger 
als („,)”"+* beträgt. Wenn man daher die letzte Decimalstelle im Werthe 
von ß‘ um eine Einheit vermehrt oder vermindert, so findet man eine zweite 
Grenze, die kleiner oder gröfser als die Wurzel ist, je nachdem £/‘ grö- 
fser oder kleiner als diese ist. Mit diesen neuen Grenzen verfahre man 
wieder wie mit den vorhergehenden, so 'erhält man allmälig Resultate, die 
bis auf die Decimalstellen vom Range 22 +%, An+3%k, 8n+7%k u. s. w. 
genau sind. 


II. Beispiele. 


19. Ich werde nun, theils um das Vorhergehende zu erläutern, theils 
um der dritten Anforderung der Societäl Genüge zu leisten, die Werthe 
einiger Wurzeln verschiedener transcendenter Gleichungen berechnen, und 
will nur noch eine allgemeine Bemerkung machen. Im Allgemeinen steht 
es frei, irgend einen beliebigen Differentialquotienten als bestimmende Func- 
tion zu nehmen, sobald man Grenzen kennt, zwischen welchen er beständig 
dasselbe Zeichen behält. In der Regel wird es aber am zweckmäfsigsten 
sein, die Grenzen zu suchen, zwischen welchen f“x dasselbe Zeichen be- 
hält, da gewöhnlich die Differentialquotienten einer transcendenten Function 
desto verwickelter werden, je weiter man die Differentiation fortsetzt, es 
also auch schwerer sein wird, die Grenzen zu bestimmen, zwischen welchen 
eine solche Function dasselbe Zeichen behält. Besteht aber der erste Theil 
der Gleichung theils aus transcendenten, {heils aus algebraischen F'unctionen, 
so wird es häufig nützlich sein, die Differentiation so weit fortzusetzen, bis 
die algebraischen Functionen verschwunden sind. Hätte man z. B. die 
Gleichung 

fe = sine +32’ — 42’ -32—6 = 0, 
so würde man viermal zu difierentiiren haben... Dies giebt = —=sinz, uud 
man nimmt alsdann sinz als bestimmende Function. 


20. In Beziehung auf die Schwierigkeit, welche die Auflösung der 
trauscendenten Gleichungen im Verhältnils zu der der algebraischen Glei- 
chungen macht, kann man die iranscendenten Gleichungen in verschiedene 
Classen eintheilen. 
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Am leichtesten sind offenbar diejenigen Gleichungen ‚aufzulösen, deren’ 
einzelne Glieder nur ganze oder gebrochene Potenzen einer und derselben 
transcendenten Function enthalten. Solche Gleichungen sind z.B. die folgenden: 

1. A(sinz)“ + B(sinz)’ + C(sinx)’+.... M(sinx)‘ = 0, 

2. Ae"+Be+lCer'+...Me'=0, 
wo4A,B,C,....M bestimmte Zahlen und «a, ß, y ebenfalls reelle, ganze, 
oder gebrochene Zahlen sind. Solche Gleichungen kann man nemlich un- 
mittelbar auf algebraische bringen. Man braucht nur statt sinx in der ersten 
oder statt e' in der zweiten Gleichung eine neue unbekannte Gröfse, eiwa y 
zu setzen, so gehen die Gleichungen in folgende Gleichung über: 

3. Ay" +By?+Cy+...My" —=0. 

Dasselbe ist der Fall bei der Gleichung 

4. Aa’+-Bb’+Cc+...+Mmn =0, 

wo 4, B,C, ..... beliebige Zahlen und a, d, c, .... positive Zahlen sind. 
Man braucht nur a = e*, b=e, c=e’ .... zu Selzen, SO geht die Glei- 
chung (4.) in die Gleichung (2.) über. Sind die Exponenten «a, ß, ons 
in der Gleichung (3.) ganze positive Zählen, so ist die Gleichung eine ge- 
wöhnliche algebraische. Sind aber einige dieser Exponenten negative oder 
gebrochene Zahlen, so hat man nicht nöthig, wie es gewöhnlich in sol- 
chen Fällen geschieht, diese Exponenten durch Potenziiren wegzuschaffen, 
sondern man kann sie unmittelbar nach denselben Regeln behandeln, welche 
Fourier für die gewöhnlichen algebraischen Gleichungen gegeben hat. Da 
hierüber Sturm schon eine Abhandlung geschrieben hat, die vielleicht be- 
reits gedruckt ist, so werde ich mich nicht länger bei diesem Gegenstande 
aufhalten und verweise auf dessen Bemerkungen *). 

21. Znnächst lasse ich die iranscendenten Gleichungen folgen, bei 
welchen sich zwar der erste Theil der Gleichung selbst nicht auf eine 
algebraische F'unction zurückführen läfst, aber die sämmtlichen Differential- 
quotienten algebraische R'unctionen sind. Dies ist der Fall, wenn in der 
Gleichung die Functionen logx, arcsinx, arc cosz, arctangx etc. vorkom- 
men. Eine solche Gleichung ist z. B. 

zlogx — 100 = 0, 
welche Euler bebandelt bat**). Hier ist, wenn man die natürlichen Loga- 





%#) Bulletin des sciences par Ferussac, Sect. I. T.II. 1829. 
**)  Instit. calc. differ. Tom. II. $. 243. 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XXIII. Hft.1. 4 
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riihmen anwendet, 
fz = zloge — 100, 


fze= lg-+1, 


Da f?xz zwischen den Grenzen z=0 und 2=x positiv ist, so nehme 
man diese Function zwischen diesen Grenzen als die bestimmende an. Da 
x und logx fortwährend wachsen, so folgt, dafs zwischen diesen Grenzen 
nur eine Wurzel der Gleichung fx = 0 liegen kann. Setzt man 2 =3, 
und dann z2=4, so findet man 


Bl=+ + nie 
4 2,098.... 0,3093... 
M=+ + 1 


4 2,386... 0,90... 


Es liegt also die Wurzel zwischen 3 und 4. Nun ist 4+—3 = (24,)” und 
__ 0,07, also (nach $. 18.) 
el. el, 


Er. SR 
2.2,098 


mithin a=1—k. Die Grenzen sind also eng genug zur nen Berech- 


SP: ji; 
nr Bon 
2a+k=1 ist, so mufs die Division bis zur ersten Decimalstelle aus- 
IP 
S'ß 


nung gezogen. Die äufsere Grenze ist hier 4, mithin z nr und da 





geführt werden: also ist 
—4-—0,1= 3,6. 


— 0,3 und mithin der erste Nüherungswerth 


Substituirt man in fx statt x den Werth 3,6, so erhält man ein 
positives Resultat. Der Werth 3,6 ist also zu grofs, und die Wurzel liegt 
zwischen 3,5 und 3,6. Nun it n=1, also 2?n+k=3. Da 3,6 die 


3,6) _0,00619.... 
an = 558005 — — 9,002; also ist der 


zweite Näherungswerth 3,6 — 0,003 = 3,597 bis auf (71,)’ genau. Da f(3,597) 
negaliv ist, so liegt die Wurzel zwischen 3,597 und 3,598, und da 3,598 
as, == DoRoyrals ‚ welcher Quotient 
bis zur 7ten Decimalstelle entwickelt werden mufs, indem 2a +k=17 ist. 
Dies giebt 0,0007149; also ist der dritte Näherungswerth 3,598 — 0,000715 
— 3,597285 bis auf (2!5)’ genau, und zwar liegt der Werth zwischen 3,5972850 
und 3,5972851. Euler findet 3,5972852. 





äufsere Grenze ist, so hat man 








die äufsere Grenze ist, so hat man 
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‚22. Ich. werde nun einige Gleichungen abhandeln, für welche die 
Differentialquotienten ebenfalls transcendente Gröfsen sind, jedoch vou der Art, 
dafs die numerischen Werthe der darin vorkommenden transcendenten Functio- 
nen bereits in Tafeln berechnet sind. : Hierher gehören zunächst die tri- 
gonometrischen Functionen. Es’ sei also z. B. die Gleichung 

fe = x —.cosx = 0 
gegeben, welche Euler ebenfalls behandelt hat *). Es ist einleuchtend, 
dafs diese Gleichung nur eine reelle Wurzel haben kann. Nun ist 

| fx =1+siuox, | 

fx = cose. 
Da cosx zwischen den Grenzen x = 0, x = 90° immer positiv ist, so kann 
f‘‘x zwischen diesen Grenzen als. bestimmende Funetion angenommen  wer- 
den; = —-cosx ist aber negaliv, wenn man x = 0 seizt, und positiv, ‚wenu 
mau x =.90' setzt, woraus schon folgt, Jdals eine Wurzel der ‚Gleichung 
x — 08x = 0 zwischen diesen Grenzen enthalten ist. Zieht man Jie Gren- 
zen enger zusammen und nimmt als solche: zuerst x = 0,7, x = 0,5, so 
findet man 





[0,7] = + + Er 
0,764 .... 1,644... 0,064.... 
re ie Snleke ® 
0,696 .... 1,717 24. 0,103 .... 
64 5 
= 2 also k=0; auch ist m=1; mithin sind die Gren- 
zen eng genug zur nähernden Berechnung. Die äufsere Grenze ist x = 0,8, 
0.8) _ 0103 
und da 22a +k=2 ist, so entwickele man 7097 107 bis zur zweiten 


Decimalstelle. Dies giebt 0,06: also ist der: erste Nüherungswerth 
—= 0,3—0,07 = 0,73 bis auf (2!5)° genau. Substituirt man diesen Werth 


statt x, so findet man, dafs er zu klein ist; der Werth von x liegt also 
(7,4) __ 0,001531 
7A) 1,674... 

bis auf die vierte Decimalstelle entwickelt werden mufs. Dies giebt 0,0009; 
also ist der zweite Näherungswerth 0,74 — 0,001 = 0,739 bis auf („,)* 
genau. Durch Substitution dieses Werthes statt x findet man, dafs die 
Wurzel zwischen 0,739 und 0,7391 liegt. Der nächste Quotient mufs bis 
f(0,7391) 

f'0,7391) 





zwischen 0,73 und 0,74 und man hat =; welcher Quotient 





auf die Sie Decimalstelle berechnet werden. Dies giebt 





*) Introd. in anal. infinit. LI. $. 531. 
4 3% 
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BT 2: = 0,00001487;5 also ist der dritte Naäherungswerth 0,7391 


— 0,00001488 = 0,73908512 bis auf („!,)° genau. Kuler findet 0,7390847. 





23. Ks sei ferner die Gleichung 
x —tangx = 0 
gegeben, welche in der Theorie der Sehwingungen elastischer Körper und 


in der Theorie der Wärme vorkommt. Statt dieser Gleichung kaun man auch 


C C08SXxX — SINE 


schreiben = Ze = 0, und man kann hier wieder wie früher be- 








weisen, dafs die Wurzeln der Gleichung ——=0 nicht Wurzeln der ge- 


gebenen Gleiehung sind. (Vergl. $. 5.) Man braucht daher nur die Glei- 
ehung : x cos&—sinx = 0 zu’ betrachten. Da diese Gleichung unverändert 
bleibt, wenn man —x statt x setzt, so folgt, dafs jeder positiven Wurzel & 
eine negative —« entspricht. Man braucht daher nur die ‘positiven Wurzeln 
zu suchen.‘ Es ist 


fe = &#2c00Sst—sinz, 
[x = —rsiuux, 
“2 = —{xcosz + sin). 


\ t . 71, 
Die kleinste Wurzel ist x = 0. Bezeichnet man durch w ein Unendlich - Rlei- 


nes, so ist klar, dafs fx zwischen den Grenzen z=w und r=W 
immer negativ ist. Man hat also 

[o]l= ——— 

[0] —— —— 
Zwischen diesen Grenzen. liegt mithin keine Wurzel. Es ist ferner ein- 
lenchiend, dafs keine Wurzel zwischen den Grenzen x = 90’ und x = 150’ 
enthalten ist, da cosx zwischen diesen Grenzen immer negativ und sinz 
immer positiv ist. Zwischen den Grenzen x = 180° und «= 270° ist fx 
immer positiv, und kann daher zwischen diesen Grenzen als bestimmende 
Function angenommen werden. Nun findet man 


10 + = ++— 
2 =+++ 
also hat die Zeichenreihe [180 +w] einen Zeichenwechsel mehr als die 
Zeichenreihe [270°], und es liegt daher eine Wurzel zwischen diesen Grenzen. 
Zieht man die Grenzen enger zusammen, so ergiekt sich, dafs die Wurzel 
zwischen x —=44 und x=4,5 liegt, und zwar ist 
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44 = + + —. 
2,3 4,187 .... 0,4006 ..., 


45] = + + + 
1,92 4,398885  0,028949 


9 . 1° . . 
Nun ist = —= 0,2, also k = 0; ferner it a=1; mithin sind die Grenzen eng 


genug zur nähernden Berechnung. Die äufsere Grenze ist 4,5. Man mufs 


also den Quotienten a bis auf die zweite Decimalstelle entwickeln. 


Dies giebt 0,00. Mithin ist der erste Näherungswerth 4,5 — 0,01 = 4,49. 
Da f(4,49) negativ ist, so folgt hieraus, dafs die Wurzel zwischen 4,49 und 
0,025949 
4,398885 ? 
auf vier Decimalstellen entwickelt, giebt 0,0065 ; also ist der zweite Nähe- 
rungswerth 4,5 — 0,0066 = 4,4934. Dieser Werth ist zu klein; also liegt die 


; ji ih i 744935) __ 0.000396339 
Wurzel zwischen 4,4934 und 4,4935. Der Quotient FaA03) 438027 


auf 8 Decimalstellen entwickelt, giebt 0,00009035: also ist der dritte Nähe- 
rungswerih 4,4935 — 0,00009056 = 4,49340964 bis auf („1,)° genau. In 
Bogen - Einheiten ausgedrückt, giebt dieses 257°27'12', 268. Euler findet 
den Näherungswerth 257°27'12=4,49340834*). Man kann aber vermittelst 
der Eulerschen Methode den Werth noch genauer finden, wenn man alle 
Glieder der Reihe, die er zur Berechnung anwendet und welche noch auf 
die achte Decimalstelle Einfluls haben, berücksichtigt. Man findet alsdann, nahe 
mit unserem Resultate zusammentreffend, den Werth 4,49340%68. Poisson 
findet **) 4,49331, welcher Werth schon in der vierten Decimalstelle un- 
genau ist und wahrscheinlich 4,49341 heifsen soll. 


Auf dieselbe Weise, wie hier die kleinste positive Wurzel gefunden 
wurde, können nun auch die übrigen Wurzeln berechnet werden. Es ist 
aber einleuchtend, dafs es unendlich viele solche Wurzeln giebt und dafs 
die nte Wurzel zwischen den Grenzen 27 und (r-+ 4)7 enthalten ist, wo z 
die halbe Peripherie bedeutet. 

Bemerkenswerth ist auch die Art, wie Euler durch Umkehrung der 
Reihen Näherungswerthe für jede ate Wurzel findet, die desto genauer sind, 





4,5 enthalten ist. Nun ist 4,5 die äulsere Grenze, und der Quotient 








*) Introd. in anal. infinit. L.IL $. 539. 
*#) Mom. de l’acad. des sciences T. VII. p. 420. Als Werth der zweiten Wur- 


zel giebt Poisson 7,73747, was schon in der zweiten Decimalstelle unrichtig ist, indena 
der walse Werth 7,725 ..... ist. 
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je gröfser n ist. Die Brauchbarkeit dieses Verfahrens'in diesem besondern 
Falie hängt aber von dem besondern Umstande ab, dafs sich die nte Wurzel 
dem Werthe (na+47) immer mehr nähert, je gröfser n ist (vergl. $. 2.). 
24. Eine andere Gleichung dieser Art, welche in der Theorie der 
Schwingungen einer elastischen Kugel vorkommt, ist folgende: 
(4— 32’) sn-—Axrcosz = 0. 
Auch hier entspricht jeder positiven Wurzel « eine negative —«; man 
braucht daher nur die positiven Wurzeln zu suchen. Die kleinste entspricht 
dem Werthe z=0. Die nächste Wurzel findet man wie folgt. Es ist 
fx = (4—32°) sine —4xcosx, 
fe = —x(3xcosr +?2sinx), 
= (I3a’—?})) sine — Sr cost. 
Die Function fx ist zwischen den Grenzen z=0 und z=45° immer 
negativ. Denn ist 3x°<(2 oder e<(y 3, dasheifst x <45", so ist 32°— 2 
und also auch fx negativ: mithin kann fx zwischen diesen Grenzen zur 
bestimmenden Function genommen werden. Bezeichnet man durch » ein 
Unendlich-Kleines, so hat man 
[a] = 
A517] — ——. 
Es liegt also keine Wurzel zwischen O und 45°. Zwischen den Grenzen 
x —=45' und = 90" kann aber f”z nicht als bestimmende Function ge- 
braucht werden, weil sie zwischen diesen Grenzen das Zeichen wechselt. 
Man könnte nun zwar den Zwischenraum in kleinere theilen, wird aber 
schneller zum Ziele kommen, wenn man die höhern Differentialquotienten 
entwickelt. Denn es ist 
fx = (3x°— 10) cosx + 14x sinx 
f' x = (24—3.x°) sinx + 20xcosz. 
Offenbar ist fx zwischen den Grenzen O und 90° immer positiv und folglich 
zwischen diesen Grenzen als bestimmende Function zu gebrauchen. Die 
Zweichenreihen sind 


= +—-—-—— 
90) = +++—— 
Da nun jede Zeichenreihe nur einen Zeichenwechsel enthält, so liegt keine 
Wurzel zwischen diesen Grenzen. 
Zwischen den Grenzen x = 90° und x = 180° ist f'’x immer positiv 
und daher zwischen diesen Grenzen als bestimmende Function brauchbar. 


el 
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Man findet 

907 = +—— 

1807] = +++; 
also ist zwischen diesen Grenzen eine Wurzel enthalten. Die Grenzen sind 
aber noch nicht eng genug zur nähernden Berechnung, da auch fx =0 
eine Wurzel zwischen diesen Grenzen hat. Zieht man die Grenzen enger 
zusammen und setzt allenfalls «= 2,5 und #=2,6, so hat man 


25]= + + wi 
26,04 12,029 0,816.... 
2,$5I= + 


+ + 
272 14,707 0,519... 


Hier ist =1,...., also k=—1; auch ist n=1; mithin wird die 


2.12,029 
Bedingung n> 1—% nicht erfüllt und die Grenzen müssen enger gezogen 
werden. Setzt man x = 2,56, x = 2,57, so findet man 


[2,56] = + + a 
26,81 13,901.... 


[2,57] = + + + 
26,92 13,88437 0,09057.... 
Hier ist 3138 = 0,9, also k=0; ferner n= 2; folglich sind die Grenzen 


hinlänglich nahe. Die äufsere Grenze ist 2,57; der Quotient a aaa auf 


vier Stellen entwickelt, giebt 0,0065: also ist der erste Näherungswerth 
2,75 — 0,0066 = 2,5634. Dieser Werth ist zu klein; die Wurzel liegt also 
zwischen 2,5634 und 2,5635. Bei der nächsten Operation erhält man den 
Werth bis auf 8 Stellen genau, und zwar ist 


635 0 Pr. 
an — et — 0,00006576, 
also der zweite Näherungswerth 2,5635 — 0,00006577 = 2,56343423. 
Poisson findet 2,56334 *). 

Zwischen den Grenzen x =180° und x = ?70° ist fx immer posiliv, 
mithin keine Wurzel zwischen diesen Grenzen enthalten. Im vierten Qua- 
dranten dagegen liegt eine Wurzel; denn f” x ist zwischen diesen Grenzen 


immer negativ. Man kann also diese Function wieder als bestimmende an- 


sehen und findet 
270) = —++ 
[360] = — — — 





*) Memoires de l’acad. des sc. T. VII. p. 420. 
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Die Zeichenreihe [360°] hat also einen Zeichenwechsel weniger als die 
Zeichenreihe [270°]. Zieht man die Grenzen enger zusammen, so findet man 
[6,07 nn! re + 
75,7 100,34 6,01 
[6,1] er; Lug en 

67,95 107,53 4,38 


a ER ul |; or v : 
Hier ist 510037 0,3, also k=0, en 1undn=1—k +; 
FR . z r 38 
Da 6,1 die äufsere Grenze ist, so entwickele man den Quotienien nd 
„Yo 


bis auf die zweite Decimalstelle. Dies giebt 0,04; also ist der erste Nühe- 
rungswerth 6,1—0,05 = 6,05. Da f(6,05) negativ ist, so liegt die Wur- 

f (6,06) __ 0.1393 __ TER 
f 6,06) = 104.75 == 0,0013 : also ıst 
der zweite Näherungswerth 6,06 —0,0014 = 6,0586. Dieser Werth ist 
zu klein und daher die Wurzel zwischen 6,0586 und 6,0587 enthalten. 


24 7 6,0587) __ 0,0031285 _ Bu u 
Nun ist 76.0587) — 1046697 — 0,00002959; also ist der dritte Nüähe- 


rungswerth 6,0587 —0,0000299 = 6,0586701 bis auf („1)° genau. Poisson 
hat 6,05973. 

Es ist einleuchtend, dafs auch diese Gleichung unendlich viele reelle 
Wurzeln hat und dafs die nte Wurzel zwischen (na— 1) und nz enthalten 
ist. Jede dieser Wurzeln kann nach dem vorhergeheuden Verfahren bis auf 
jede beliebige Decimalstelle genau gefunden werden. Wo es sich aber nur 
um eine ungefähre Annäherung handelt, kann man auch hier mit Nutzen 
das bei dem früheren Beispiele erwähnte Eulersche Verfahren anwenden 
und durch Umkehrung der Reihen eine Formel finden, welche die folgen- 
den Wurzeln desto genauer giebt, je gröfser n ist. 


zel zwischen 6,05 und 6,06. Nun ist 


26. Ich werde nun einige Aufgaben behandelu, bei welchen aufser 
den trigonometrischen F'unctionen auch die Functionen e*+e* und e®— e-* 
vorkommen. Auch zur Berechnung dieser Functionen besitzen wir jetzt Ta- 
feln in der vortrefflichen Abhandlung Gudermanns über die Theorie der 
Potenzialfunctionen *). Jclı werde nach dem Vorgange dieses Gelehrten zur 
Abkürzung Le +e*)=Cosxz und 4(e— e”)=Sinx setzen. 

Es sei nun die Gleichung 

fx = ( +e*) cosz»—? = 0 





*) Crelle, Journal für die Mathematik, Bd. 6. u. 7. 
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gegeben, statt welcher man auch 

Cosx esse —1 = 0 
setzen kann. Es ist klar, dafs jeder positiven Wurzel x eine negative —x 
und eine imaginäre txy —1 entspricht. 


Hier hat man nun 
fx = Cosx cosx —1, 


fx 
f's 
Die kleinste positive Wurzel der Gleichung ist ze=0. Bezeichnet alsdann 
w ein Unendlich- Kleines, so ist fx zwischen den Grenzen =w und 
x = 90° immer negaliv und kann daher zwischen diesen Grenzen als be- 
stimmende Function gebraucht werden. Es ist aber 
el= —— — 
PR u an an 
also liegt keine Wurzel zwischen diesen Grenzen. Dafs zwischen z = 90° 
und == 270° keine Wurzel liegt, ist von selbst klar, da fx zwischen 
diesen Grenzen immer negativ ist. Zwischen den Grenzen 2 = 270° und 
— 360° ist fx immer positiv und kann daher wieder als bestimmende 
Function gebraucht werden. Nun ist 
70]=+r— 
En Ana Bil 2Er vd 
also ist eine Wurzel zwischen diesen Grenzen enthalten. Zieht man die 
Grenzen enger zusammen und setzt zuerst 2=4,7 und dann z=4,8, so 
ergieht sich 


cosx Sin — sinz (osx, 
— 2 sinx Sin x. 


Il 


sl 


ee 
109,8 54,28 1,68 


45] =+ + + 
118,2 65,84 4,31. 


u“ 118, ; 
Es ist aber en =1,...., also k=—1, n=1, das heifst, die Gren- 


zen sind nicht eng genug zur nähernden Berechnung. Setzt man ferner 
2 —=473, x —=4,74, so ergiebt sich 
[4,73]= + + ve 
113,26 57,6409 0,0023 
474= + + + 
114,38 58,7791 0,5796. 


Hier ist Kin —=0,9,alsok=0,n=?2. 


2.57,6 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXII. Hft. 1. 
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4,74 5796 
t a = on mufs 
auf vier Decimalstellen entwickelt werden. Dies giebt 0,0098; also ist der 
erste Näherungswerth 4,74—.0,0099 = 3,7301. Dieser Werth ist zu grofs, 
mithin die Wurzel zwischen 4,7300 und 4,7301 enthalten. Der Quotient 

4,7301 
#@7300 57,0512088 = 000005900; 
also ist der zweite Näherungswerth 4,7301 —0,00005901 = 4,73004099. 


Die hier abgehandelte Gleichung kommt bekanntlich in der Theorie 


der Schwingungen elastischer Stäbe vor. Statt des hier gefundenen Wer- 
ihes der ersten Wurzel hat Poisson 4,73003 *). 


Die äufsere Grenze ist 4,74 und der Quotien 





auf 8 Decimalstellen entwickelt, giebt 





26. Auch die Gleichung 
(e* te )cosc +2 


coszCosz +1 = 0 


schreiben kanu, kommt in der Theorie der Schwingungen elastischer Stäbe 


vor. Hier ist 
fx = cos2 Cosz + 1, 
fx = cosz Sinx= — sinx Cos x, 
= —2sinz Sin. 


0, 
statt welcher man 


x 

Zwischen e=0 und z=90? ist fx immer positiv; es kann also keine 
Wurzel zwischen diesen Greuzen liegen. Zwischen den Grenzen x = 90° 
und x = 150° ist fx immer negativ und kann daher als bestimmende Func- 
tion gebraucht werden. Man hat 

91 = ——+ 

180] = — — —; 
es liegt also eine Wurzel zwischen diesen Grenzen. Nimmt man nun die 


engeren Grenzen x =1,S und = 1,9, so findet man 
1S=— — + 
9,7 3,69 0,29 
1,9] — —- — 
6,11 4,29 0,10 
6,1 0,10 
4, 


Hier ist 530 = 0,8, also A=0, n=1; der Quotient 755 mufs da- 





*) Mem. de l’acad. des sc. T. VIII. p. 485. In dem Trait€ de mecanique ed. 2. 
T. 2. p. 389 dagegen steht der Werth 4,74503; was aber offenbar 4,73003 heifsen 
muls, da dieser Werth = 3rr+0,01765 sein soll. 
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her auf zwei Decimalstellen entwickelt werden. Dies giebt 0,02; also 
ist der erste Näherungswerth 1,9 — 0,03 = 1,87. Nun ist f (1,57) 
positiv; folglich mufs die Wurzel zwischen 1,87 und 1,88 liegen. 


1,88) __ 0,02033 
Man hat 77,88) ” 2,1670 


werth 1,85 — 0,0049 = 1,8751. Dieser Werth ist zu klein; mithin liegt 
die Wurzel zwischen 1,8751 und 1,8752. Der folgende Näheruugswerth 
kann bis auf 8 Stellen genau gefunden werden, und zwar findet man 


pi nn ia ode = 0,00009597; also ist der dritte Näherungswerth 


18752 — 0,00009598 = 1,87510402. Poisson findet in der erwähnten Ab- 
handlung 1,8756 *). 

27. Ich will nun noch einige Gleichungen abhandeln, bei welchen der 
Werth von fx in einer convergirenden Reihe ausgedrückt ist, für welche 


noch keine Tafeln berechnet sind. Ich nehme zuerst die Gleichung 
a? e* 


3 
1.  =1-s tm an trsm ne 


welche bekanntlich in der Theorie der Bewegung der Wärme in einem 
Cylinder und bei mehreren anderen physikalisch - mathematischen Unter- 
suchungen vorkommt **). Diese Gleichung kann keine negativen Wurzeln 
haben, da alle Glieder der Reihe positiv werden, sobald man statt x eine 
negative Zall setzt. Man braucht also nur die positiven Wurzeln zu suchen. 


Hier ist 


sc .e*® 
ER PA TER BED N., 


— 0,0048; also ist der zweite Näherungs- 

















2 3 
3. estimgstnsaramast 
Die drei Reihen (1., 2., 3.) sind nach bekannten Sätzen convergirende Reilıen, 
und es kann daher vermittelst ihrer der Werth von fx, f'x, f''x für jedes 
gegebene x mit jedem beliebigen Grade von Genauigkeit berechnet werden, 
sobald x eine endliche, reelle Gröfse ist. Bei diesen Reihen kommt man 
nemlich, wenn man statt x irgend einen beliebigen endlichen reellen Werth 
setzt, jedesmal an ein Glied, von welchem an gerechnet der Zahlenwerth 








*) Der Werth 1,87011, den Poisson im Traite de mee. T. II. p. 390 giebt, ist 
offenbar unrichtig und mufs 1,87511 heilsen, da dieser Werth = 4x++ö’ sein soll, 


wo d’ = 0,30431 ist. 
*) Auch diese Gleichung behandelt Poissor in der erwähnten Abhandlung p. 522. 


5% 
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jedes Gliedes gröfser ist als der des nachfolgenden. Bei der Reihe (1.) z.B. 


« . . ac . . 
erhäli man aus jedem Gliede 93.35 „3, Wenn man es mit —— imulti- 


(m 1)? 
plicirt, das nachfolgende. Sobald also m so grofs ist, dafs x < (m +1)? 


ist, so wird jedes folgende Glied kleiner als das vorhergehende und die 
Glieder convergiren zu dem Werthe Null hin. Bezeichnet man daher im 
Allgemeinen diese Reihe durch 
fx) = 4, —a, +4,—4, 4... 4 02 — Au F Ana — Amgseeres 
setzt «4, —4, +4, — ....— 4A, = undnimmt an, dafs von a, au jedes 
Glied gröfser ist als das folgende, so hat man 
fx >88, fe<S+a, [e>S+a.—a,., edle, 

so dafs man also, indem man die einzelnen Glieder der Reihe zusanımen 
addirt, sich nicht blofs dem wahren Werthe immer mehr nähert, sondern 
auch fortwährend zwei Grenzen hat, zwischen welchen der Werth der 
Reihe eingeschlossen ist. Die ersten Ziffern, welche den beiden Grenzen 
gemeinschaftlich sind, müssen daher auch nothwendig dem wahren Werthe 
der Reihe angehören, und man kann mithin diesen Werth bis auf jede belie- 
bige Stelle genau berechnen. Aehnliches gilt auch von den übrigen Reihen. 

In der Reihe f”x werden zwei auf einander folgende Glieder al- 
gemein durch 





22,32,...m? (m+1)(m-+-2) ’ 22,32....(m+1)?(m+2) (m +3) 


em ort 
22.32,...m? (m+1)(m+2 > 22.32....(m+1)?(m+2)(m+3) 
sein, so mufs 1 >> wire, oder e<(m-+1) (m +3) sein. Setzt 


man m = ?7, so ist (m + 1) (m +3) = 15: sobald also x kleiner als 15 ist, 











ausgedrückt. Soll nun 











ae? . 
DIEW RL gerechnet, gröfser 
als das nachfolgende negative: so lange aber x nicht gröfser als 3 ist, 


ist jedes positive Glied der Reihe fx, von 


bleibt auch 4 — 33 positiv. Die Function fx ist daher zwischen den 


Grenzer x=( und z=3 immer positiv und kann als bestimmende Func- 
tion gebraucht werden. 
Es ist 


j=+-+ 
Ble+r——; 
mithin ist zwischen diesen Grenzen eine Wurzel der Gleichung fx = 0 
enthalten. Zieht man die Grenzen enger zusammen, damit sie nur um eine 
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Deeimal- Einheit verschieden sind, so findet man 


1l=+ — + 
0,35 057 0,2 


A=+ — - 
0,23 0,28 .0,19 *). 
Hier ist 1 die äufsere Grenze. Nun ist 5. = 0,6; also Ä=0, und aufser- 


dem 2=0; mithin sind die Grenzen nicht eng genug zur nähernden Be- 
rechnung. Setzt man z—=1,4 und x = 1,5, so findet man 
[1,4] = + wr nr 
0,303 0,445 0,020 


It — — 
0,292 0,415 0,0232. 


ist = 0,3, also k=0, n=1; mithin sind die Grenzen eng ge- 


nug zur nähernden Berechnung. Der Quotient ft auf zwei Decimalstel- 
len berechnet, giebt 0,0%; also ist der erste Näherungswerth 1,4+ 0,05 = 
1,45. Dieser Werth ist zu grofs und die Wurzel ist zwischen 1,44 und 


1,45 enthalten. Da 1,44 die äufsere Grenze ist, so mufs man den Quotienten 


Fi) uf vier Deeimalstellen entwickeln. Dieses gieht San > = 0,00575 


f (1,44) 
also ist der zweite Näherungswerth 1,44 4 0,0058 = 1,4458 bis auf (5) 


genau. Auch Po:sson findet 1,4457. 

Die nächste Wurzel findet man am leichtesten durch folgende Be- 
irachtungen. So wie früher nachgewiesen wurde, dafs die Function fx 
zwischen den Grenzen x=0 und === 3 immer positiv ist, so lassen sieh auch 
leicht ähnliche, aber weitere Grenzen angeben, zwischen welchen die folgen- 
den Differentialquotienten beständig dasselbe Zeichen haben. Denn man hat 

















1 x? a’ oc* ) 
ırı ee a RE 
4. He= 2.3 tr PEREF ERLEDDRTI ET Au 2 


1 ie J, 
2.3.4 were 23.3.4.5.6 - ame tee 








5. vr 








2 Br 1 oc? oc m 
6. fe = (3 tar -prrt > 





*) Man bemerke, dafs es nur nöthig ist, die Werthe von zwei der Functionen 
"x, f'x, fx zu berechnen, indem man daraus den Werth der drilten finden kann, 
da diese drei Funclionen durch die Gleichung 


Jets = —aftz 


mit einander verbunden sind. 
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1.3.4.5.6.7 A: 2?,3.4.5.6.7.38  2°.32.4.5.6.7.8.9 Too 




















) 
1 oe ac? 3 
BP" m m | m en m Henri x w 
’ (534587 2345.078 193456738 73307800 7°)" 


In der Reihe (4.) ist nun der Zahlenwerth jedes Gliedes gröfser als der des 
folgenden, sobald x nicht gröfser als 4 ist: daher ist f"& zwischen den 
Grenzen =0 und x=4 immer negativ. Eben so findet man aus den 
Reihen (5., 6., 7., 8.), dals f“x zwischen den Grenzen <=0 undxz=5 
immer positiv ist, dafs f'x zwischen den Grenzen <=0Ound x=6 immer 
negativ ist, dafs fx zwischen den Grenzen <=0 und x=17 immer po- 
sitiv ist und f”"x zwischen den Grenzen z=0 und x=8 immer nega- 
tiv. Man kann daher jede dieser Functionen zwischen den entsprechenden 
Grenzen als bestimmende Function ansehen. Nimmt man z.B. f"'x als be- 
stimmende Function, so hat man 
"x fx fx f!z fs fx fix f« 
=- + - + - + - + 
=- + - +-- ++9 

Die obere Reihe enthält 7, die untere 5 Zeichenwechsel: es sind also zwi- 
schen den Grenzen z=0 und x=8 zwei Wurzeln der Gleichung fx =0 
enthalten. Da wir aber bereits wissen, dafs eine Wurzel, und nur eine 
zwischen den Grenzen ze=0 und x==3 enthalten ist, so mufs die andere 
nothwendig zwischen den Grenzen z=3 und z=8 liegen. Substituirt 
man allmälig die dazwischen fallenden Werthe 4, 5, 6, 7, so findet man, 
dafs die Wurzel zwischen 7 und 8 enthalten ist; denn es ist 


Y))=-t-r-— +, 
das heifst die Zeichenreihe [7] hat 6 Zeichenwechsel, während die Zeichen- 
reilie [S] nur 5 hat. Zugleich ergiebt sich aus dem Vergleiche der zwei 
Reihen [7] und [S], dafs die Gleichung f"x==0 zwischen den Grenzen 
—=7 und e=$8 keine Wurzel hat und dafs also f"x zwischen diesen 
Grenzen als bestimmende Function gebraucht werden kann. Und zwar 





Da je drei aufeinanderfolgende Differentialquotienten frz, f"t!x, f"t?x 
durch die Gleichung 


+ at) Ha Hafen 0 
mit einander verbunden sind, so ist klar, dafs man die Werthe aller folgenden Diffe- 
renlialquotienten unmittelbar aus den Werlthen von fx und f’x finden kann. 
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hat man 
n=—- + — 
0,007 0,13 0,07 
=— + + 
0,02 0,27 0,04 
Nun ist 23 = 007, also k=1; auch ist a=0; mithin die Bedingung 


n=1-—-%k erfüll. Hier ist 7 Jie äufsere Grenze und es mufs der Quotient 


m auf eine Decimalstelle entwickelt werden. Dies giebt 0,5; also ist der 
erste Näherungswerth 7 -+0,6=17,6. Dieser Werth ist zu klein; mithin 


liegt die Wurzel zwischen 7,6 und 7,7. Ferner hat man, wenn man den 


Quotienten Am auf drei Decimalstellen entwickelt, 0,016; also ist 
der zweite Näherungswerth 7,6 + 0,017 = 7,617. Dieser Werth ist zu klein. 
Die Wurzel liegt mithin zwischen 7,617 und 7,618. Der Quotient Sn 


= ne kann auf 7 Stellen entwickelt werden. Dieses giebt 0,0008153; 
also ist der dritte Näherungswerth 7,6178153. FPoisson findet 7,6243, 
welcher Werth schon in der zweiten Decimalstelle unrichtig ist. 

Auf dieselbe Weise können nun auch die übrigen Wurzeln leicht mit 


Hülfe der höheren Differentialquotienten gefunden werden. 
28. Die Gleichung 








oc’ rt 
0, 


’ x Zu 

Fxe = 1-5 +35" ge 39 Tsasa .... 
welche in der Theorie der Bewegung eines elastischen Membrans vorkomnt, 
steht mit der vorhergehenden in genauer Verbindung, indem Fr = —f'x 
ist. Diese Gleichung hat ebenfalls nur positive Wurzeln und es ergiebt 
sich aus den im Vorhbergehenden angestellten Betrachtungen, dafs F''x zwi- 
schen den Grenzen z=0 und z—=4 immer positiv ist und mithin zwischen 
diesen Grenzen als bestimmende Function gebraucht werden kann. Man 


findet 
[= +—+ 
M=++- 
Offenbar liegt also eine Wurzel der Gleichung zwischen den Grenzen z=0 
und x—=4. Da aber auch eine Wurzel der Gleichung F’xz=0 zwischen 
diesen Grenzen liegt, so mufs man engere Grenzen nehmen. Man findet 
Bl= +—+ 
4=++— 
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Diese Grenzen sind noch nicht eng genug. Dagegen hat man 


[3:0] 7 + wi Fr 
0,06 0,11 0,007 
371]= + — _—— 
0,05 0,10 0,003. 
re wi ie LS 
Hier ist a —= 0,5, also k=0, n=1. Die äufsere Grenze ist 3,6 und 
0.007 


man hat am: 0,00; also ist der erste Nüherungswerth 3,6 + 0,07 = 


3,67. Dieser Wertli ist zu klein; also ist die Wurzel zwischen 3,67 und 


Be“ | unscäer E37) — -OND0ORS- : rien: 
3,68 enthalten. Ferner ist Fan) 0,1097 > 90004, also der zweite 
Näherungswerth 3,6705 bis auf (71,)* genau. Statt dieses Werthes hat 


Poisson den Werth 3,55, der schon in der ersten Deecimalstelle abweicht *). 


Um die nächste Wurzel zu finden, betrachte man die höheren Diffe- 
rentialquotienten. Es ergieht sich aus dem F'rrüheren, dafs allgemein #*” x 
positiv ist zwischen den Grenzen ze=0 und —=2m-+ 2, und dals F?"t'x 
negativ ist zwischen den Grenzen <=0, e—=2m+3. Diese Funetionen 
können also zwischen den entsprechenden Grenzen als bestimmende ge- 
braucht werden. Nimmt man z. B. die Function fx zur bestimmenden, so 
weifs man, dafs diese Function zwischen den Grenzen z=0 und z=13 


beständig negativ ist. Nun ist 

F“xz F’x F“x F"x Ex Fr F'x Fx F“xr Fe F'xr Fi 
13jl=--—- + -— + —- + — r — — ++ 
Die Zeichenreihe [0] enthält 11 Zeichenwechsel, die Zeichenreihe [13] 
nur 9. Es werden also zwischen den Grenzen O und 13 zwei Wurzeln der 
Gleichung Fr =0 angedeutet, und da man schon weifs, dafs eine dieser 
Wurzeln zwischen O und & enthalten ist, so mufs die andere zwischen # 


und 13 liegen. 

Uehrigens wäre es nicht nöthig gewesen, bis zur Function f’x zu- 
rückzugehen, um zu finden, wie viele Wurzeln zwischen den Gren- 
zen O und 13 liegen. Das vorstehende Schema zeigt nämlich, dafs die 
Gleichung F"x=0 zwischen den Grenzen O und 13 keine Wurzel hat, 
und dafs F"x zwischen diesen Grenzen beständig negativ; ist. Dies hätte 





*) In der angeführten Abhandlung p. 506. 
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man auch unmittelbar aus der Reihe finden können, welche den Werth 


von F'"x angiebt. Substituirt man in derselben statt x den Werth 13, 
1 13 
so ist zwar das erste Glied „—;—, kleiner als das darauf folgende 2345’ 


bei den spätern Gliedern ist aber jedes positive Glied gröfser als das darauf 
folgende negative; mithin ist die Summe dieser Glieder positiv. Nun ist 
aber schon der Werth der Summe der ersten Glieder 

Rsnag...iher yusl.. el. 135 

2.3.4 2.3.4.5 22.3.45.6 22,32.4.5.6.7 2?.32,42,5.6.7.8 - "92.32.42.52.6.7.89 
positiv: mithin, ist um so mehr —#""13 positiv oder F""13 negativ; und 
eben so ist es bei den kleineren Zahlen. Um die zweite Wurzel zu finden, 


braucht man daher nur das Schema 
F" Ex F'x Fx 
Hl=- tr + — 
13 — — + + 


zu betrachten. Da aber F"x zwischen diesen Grenzen eine Wurzel hat, 


so mufs man die Grenzen enger ziehen. Man findet 
LiF sn... ame 
0,003 0,025 0,007 
13] — 
0,004 0,021 


Hier ist 5” set “ > 0,9; also it k=0, n=0. Die Grenzen sind daher nicht 


eng genug zur nähernden Berechnung. 


Man findet ferner 
[12,3] = 








ade; Fk 
0,004 0,024 0,000113 


12,44= — + 
0,004 0,024 


Es ist 505 = 008, also k=1; auch ist a=1, mithin die Bedingung 
n>1—k erfüllt. Da 2n+k=3 ist, so muls der Quotient °: ee auf 


drei Decimalstellen entwickelt werden. Dies gieht 0,004; also ist der erste 
Näherungswerth 12,305. Dieser Werth ist zu grols; mithin ist die Wur- 
zel zwischen 12,304 und 12,305 enthalten. Der nächste Näherungswerth 
kann nun auf 7 Decimalstellen genau gefunden werden. Es ist 

F(12,304) __ 0,000014980 _ 0,0006141; 





F' (12,304) ”  0,024393 
also ist der nächste Näherungswerih 12,3046142. Poisson findet den 


Werth 12,41 (ebend.). 
Crel!e’s Journal d. M. Bd. XXII. Hft. 1. 
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29. Diese Beispiele werden genügen, um zu zeigen, wie man in 
ähnlichen Fällen zu verfahren hat, und um zu beweisen, dafs man vermittelst 
der angegebenen Methode alle reellen Wurzeln der transcendenten Glei- 
chungen mit jedem beliebigen Grade von Genauigkeit finden kann. Ich 
will nun schliefslich noch eine besonders interessante Frage berühren, nem- 
lich die, wie man erkennen kann, ob eine transcendente Gleichung nur 
reelle Wurzeln hat. Auf diese Frage ist man besonders durch mathematisch- 
physikalische Untersuchungen gekommen, welche häufig auf transcendente 
Gleichungen führen, und wo es sich oft unmittelbar aus der Natur der Unter- 
suchung selbst ergiebt, dafs solche Gleichungen keine imaginären Wurzeln 
haben. Es kommt darauf an, dasselbe auf rein analytischem Wege nach- 
zuweisen. Allgemeine Regeln, vermittelst deren man in jedem Falle un- 
mittelbar aus dem Bau der Gleichung entscheiden könnte, ob eine transcen- 
dente Gleichung nur reelle Wurzeln hat, giebt es bis jetzt nicht; und dies 
darf um so weniger auffallen, da die ähnliche Untersuchung in Beziehung 
auf die algebraischen Gleichungen ebenfalls nicht ohne Schwierigkeiten ist. 
Durch verschiedene besondere Betrachtungen kann man aber allerdings von 
einer Menge transcendenter Gleichungen beweisen, dafs sie nur reelle Wur- 
zeln haben. Am einfachsten geschieht es natürlich in dem Falle, wenn 
eine Gleichung fe = 0 gegeben ist und man weils, dafs fx das Product 
einer Anzahl einfacher Factoren ist, die alle reellen Wurzeln der gegebe- 
nen Gleichung entsprechen. So z. B. hat die Gleichung sinx =0 noth- 
wendig nur reelle Wurzeln, da 


. | 2° x? oc? 
nn = Pl) 
ist; dasselbe ist bei der Gleichung cosx = 0 der Fall. 


Eine andere sehr fruchtbare Betrachtungsweise besteht darin, dafs 
man in der gegebenen Gleichung fx =0 statt x seines Werths a+dy —1 
substituirt, wo a und 2 reelle Gröfsen bedeuten, und dann nachweiset, dafs 
die Annahme auf Widersprüche führt, wenn man nicht #=0 setzt. Diese 
Beweisführung scheint zuerst Fourier angewendet zu haben, welcher be- 
merkt *), dafs es hinreiche, den Werth a +dy—1 statt x in die Gleichung 
z—Ntauge—=0 zu substituiren, wo A eine Zalıl bedeutet, die kleiner als 
die Einheit ist, um zu beweisen, dafs die Gleichung keine Wurzel dieser 
Art haben könne. Später hat Cauchy in einer besonderen Abhandlung 








*) Theorie de la chaleur p. 366. 
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diese Idee ausführlich behandelt und auf eine grofse Anzahl von Gleichun- 
gen angewendet *). Indem ich auf diese Abhandlung verweise, werde ich 
mich begnügen, hier noch einige Gleichungen abzuhandeln, die nicht bei 
Cauchy vorkommen, und Gelegenheit finden, dabei noch einige besondere 
Kunsigriffe anzuwenden. Ich werde besonders die im Früheren abgehandel- 
ten Gleichungen berücksichtigen. 
Die Gleichung 
sınax = 4 
kaun keine imaginären Wurzeln von der Form y+-zy—1 haben, wenn 
a eine Zahl bedeutet, die nicht gröfser als die Einheit ist. Denn substituirt 
man statt x den Werth y+-zy—1, so erhält man die zwei Gleichungen 
1. suy.t/e te’) =a, 
2. cosy.Jle—e”) = O0. 
Soll nun z nicht O sein, so kann man der zweiten Gleichung nur dann 
Genüge leisten, wenn man cosy=0 setzt. In diesem Falle ist aber siny 
—= 1, also ginge die Gleichung (1.) in folgende über 
3. Ile re’) = u 
Nun ist aber 2 
L(e te") — 1+42°4537 +... >1: 
also kann die Gleichung (3.) nicht bestehen, wenn « der Einheit gleich 
oder kleiner als dieselbe ist, Der Beweis gilt auch noch in dem Falle, 
wenn y==O ist. 
Auch die Gleichung 


cosxr = a 
kann keine imaginären Wurzeln von der Form e=y-+zy—1 haben, 
wenn a nicht gröfser als die Einheit ist. Denn substituirt man diesen 
Werth statt x, so findet man die zwei Gleichungen 

4. cosy.4lete”) = a, 

5. siny.Le—e”) = 0. 
Soll nun 2 nicht gleich Null sein, so muls siny=0, also cosy = 1 sein; 
mithin hat man wieder. 

+e' te”) = a; 
welche Gleichung nicht bestehen kann, wenn a<1 ist. 
Auch die in $. 24. abgehandelte Gleichung 
(4— 32°) siunx —4rcosxz = 0 





*) Cauchy Exercices des Mathemat. T. I. p. 297 ££ 
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hat keine imaginären Wurzeln. Diese Gleichung kann auch wie folgt ge- 


schrieben werden: 
— 4% 


BB. ee 
x 3 


6. dan = 








sie ist. mithin in der allgemeineren Gleichung 
ax 


x? +5 

enthalten, welche bereits Cauchy in der erwähnten Abhandlung ($. 4.) ab- 
gehandelt hat. Gerade den Fall aber, der hier zur Betrachtung kommt, wo 
nemlich @ negativ und = a ist, hat er nicht erörtert. Man kann nun zu- 
erst beweisen, dafs die Gleichung (6.) keine imaginäre Wurzel von der 
Form e=yy—-1 haben kann; oder, man kann noch allgemeiner beweisen, 
dafs die Gleichung 


tangxr = 


2 
‚Ä tanex = PERRERR. u ARE 
5 x’ —a 


keine solche Wurzel haben kann, sobald a>3 ist. Denn setzt man in (7.) 
statt x den Werth yY—-l, so erhält man 


y? y* 
a 1473377133357 Er. 


a+y? ou gr y* 
IHtjigatıasat 











oder 1 ' 
ay ay in a 2 a 4 
8. artist rar it 
+1 
r123 
Ist nun aber a<{3, so ist offenbar der Coeflicient jeder Potenz von y in 
der ersten Reihe kleiner als der Coefficient der entsprechenden Potenz in 


der zweiten, nemlich 











a a 
13.1 +723 
a 1 a 
1.2.3.4 < 123713373’ 
a 4 a 


1.2.3.4.5.6 < 1.2.3.4.5 + 1.2.3.4.5.6.7 
etc. 
und die Gleichung (8.) kann daher unter: diesen Umständen nicht Statt 
finden. Auf dieselbe Weise läfst sich auch’ zeigen, dafs die Gleichung 














tange = — X 
BITTER x? —b 


keine imaginäre Wurzel von ’derForm yy —1 hat, sobald a< 3 und 5>a ist. 
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Die Gleichung (7.) kann aber auch keine Wurzel von der Form 
x =y-zy—1 haben, sobald a kleiner als 3 ist. Um dies zu beweisen, 
setze man y+-sy—1=g(cosa-+singy—1) und substituire diesen Werth 
statt z. Dieses giebt 

1_® »oos2a-tsin2ay/—4) „ g*(coste-Leinday-— 2a o"feosbetsinsey—1) 
1.2.3 1.2.3.45 FF | 


eg 1 o?(cos2e-+sin2ay—1 LE (coste+sindey—1) _ 5 lenslin-k eine u. 
1.2 1.2.3.4 5 PR | 














153 
= 





—-(a@ 
on e?(cos2@«-+-sin2« y—1)—a 
Hieraus findet man 
Mi [ 1—_ zone Feiner = + e*(eosdetsindey—1) | e°(eosba+sinsey—1) .] 























1.2.3.4 22.4.0 
a . __e% & cosd«+sindeay—1) 1) 
—= o’(cos?a-+sin?2ay —1) 153 -+ 123435 ii. 
| f o?(cos?«-+sin2«y—1) di o*(coste+sindey—1) °C a nn we: | 
Be 12.3 1.2.3.4.5 12.. " 


und wenn man die reellen Glieder einander gleich setzt, 


a b) a 4 a 6 
jag eo s2a— Ia,5 gg eostat+;z ._gleos6a—.... 


=(1+ ja3)g 0082. Bi; (7 + 133438 cos4a 
+ (qasas tig Y es6a PETE 











also 
2 = 14123 
Fr + . 
2.3.4 1.2.3 ' 1.2.3.4.5 
eie. , 
welche Gleichungen, wie schon früher bemerkt wurde, nicht Statt haben 
können, sobald «<{3 ist. 
Aus denselben Gründen folgt, dafs auch die Gleichung 


— AT 


taugx = per La ° 


keine Wurzel von der Form y+zy—1 haben kann, sobald D>a und 
a< 3 ist. 
Die in $$. 25. und 26. abgehandelien Gleichungen 
(e Le*)cose—?2 = (0, 
(* +e”)cse +2 = 0 
haben zwar, wie schon dort bemerkt wurde, imaginäre Wurzeln, deren 
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reeller Theil Null ist: sie können aber keine imaginären Wurzeln haben, von 
welchen der reelle Theil nicht Null ist. Ich will zuerst die Gleichung 
9. (ee te*)cose—?2 = 0 
betrachten. Man substituire statt x den Werth y+zy—1, so findet man 
10.  ertzV-ı + eur: v-) — (!+e?)csz + — e”’)sinzy—1, 
11. cos(y+zy—i) = He+er)csy— He— e)sinyy—. 
Man erhält also statt der Gleichung (9.) die zwei Gleichungen 
12. (ed -+e?)$le+e*)cosy coss + (e—e?)}(e— e”*) siny sinz —=2, 
13. (e —e”’)2(le+e”*) cosy sinz — (d +e”)}(e— ee) sinycosz —=(. 
Statt der Gleichung (13.) kann man auch schreiben 
14 — 7 08 c08 2 
e-erY'siny” e-te:"sinz” 
Soll nun diese Gleichung bestehen, ohne dafs y oder z Null sind, so muls 
nothwendig y=z sein. Alsdann geht aber die Gleichung (12.) in fol- 
gende über: 








15. (®-+e”)(cosy)’ +(e —e”)(siny) = 4, 
oder, wenn man statt (siny)’ seinen Werth 1— (cosy)? setzt, und reducirt, in 
16. (d—e”T)-+-4(cosy) = 4, 
also in (!—e”) = 4(siny), 
oder @—e”?7 = 2siny; 
welches ungereimt ist, da @ —e”’ immer grölser als 2siny ist. 

Man sieht zugleich, dafs die Gleichung (9.) nur ein specieller Fall 
einer allgemeineren Gleichung ist, indem man auf dieselbe Weise zeigen 
kann, dafs die Gleichung 

(e Le*)cose—u = 0 
keine imaginäre Wurzel von der Form y+zy—1 hat, sobald a nicht 
gröfser als 2 ist”). 





*) Die specielle Gleichung 
(«eo cosx—?2 = 0 
kann auch auf eine andere Gleichung zurückgeführt werden, von welcher schon Cauchy 
bewiesen hat, dafs sie keine imaginäre Wurzeln hat, von der Form ze =y-+z Y—1. 
Man hat nemlich, da allgemein . 2 ! 
— C0Sx 


1+cosx 
substituirt, 





tang}x = +( 





ist, wenn man statt cosx den Werth ter 
eix — eix 
tang4x = +5 a ; 


für welche Gleichung Cauchy bewiesen hat, dals x nicht =y-+zY—1 sein kann. 
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Aus einem noch allgemeineren Gesichtspuncte kann man die Gleichung 
(e -e*)cose +2 = 0 
betrachten, indem man die Behauptung aufstelli, dafs die Gleichung 
17. (e +e”)cosz ra = 0 

keine imaginäre Wurzel von der Form y+zy—1 haben kann, sobald a 
irgend eine positive Zahl bedeutet. Denn substituirt man wirklich y+zy—1 
statt x, so erhält man die zwei Gleichungen 
18. (de r)t(e+e”*) cosy cosz + (@—e”?) L(e— e””)sinysinz = —a, 


19 er —eT7 c0085y _ ei—e”" cosz 
" e+er'siny eier: "sinz* 








Aus (19.) folgt aber y=z; also geht die Gleichung (18.) in folgende über: 
(d+e”) (cosy’ + (®&— ee”) (siny)”? = — 2a; 

was ungereimt ist, da der erste Theil der Gleichung positiv und der zweite 

negativ ist. 


30. Die vorhergehende Beweisführung scheint, so weit sie auch 
ausreicht, dennoch auf Gleichungen, wie die in $. 27. behandelte, nicht wohl 
anwendbar zu sein. Fourier hat aber bewiesen, dafs auch diese Gleichung 
keine imaginären Wurzeln hat. Die Methode, die er bierzu anwendet, ist 
insofern allgemeiner als die erste, dafs man nicht, wie dort, nöthig hat an- 
zunehmen, dafs die imaginären Wurzeln in der Form y+zy—1 enthalten 
sind, sondern den Beweis ganz unabhängig von der Form der Wurzeln 
führen kann; und sie erfordert um so mehr eine ausführliche Darstellung, 
da Fourier dieselbe nicht völlig entwickelt und man auch ihre Richtig- 
keit in Zweifel gezogen hat. Für die algebraischen Gleichungen hat 
bekanntlich schon vorlängst de @ua ein Kennzeichen angegeben, durch 
welches man mit Bestimmtheit erkennen kann, dafs alle Wurzeln gewisser 
Gleichungen reell sind, und der darauf bezügliche Satz zeigt sich als eine 
sehr einfache Folgerung aus Fourier's Theorie der Gleichungen. Bei einer 
algebraischen Gleichung vom mten Grade, fx=0, enthält nemlich die 
Zieichenreihe [— x] m Zeichenwechsel und die Zeichenreihe [0] gar kei- 
nen Zeichenwechsel, und diese Zeichenwechsel gehen zwischen den Grenzen 
— 00 und -+ oc aus zwei Gründen verloren. Es entspricht nemlich erstens 
jeder reellen, zwischen diesen Grenzen liegenden Wurzel ein Zeichenverlust; 
es können aber zweitens auch Zeichenwechsel verloren gehen, ohne dafs 
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solches auf eine reelle Wurzel deutete. So viele Zeielıenwechsel nun auf diese 
zweite Art verloren gehen: eben so viel reelle Wurzeln fehlen der Glei- 
chung, und sie mufs daher nothwendig eben so viele imaginäre Wurzeln 
haben, weil jede algebraische Gleichung vom mten Grade nicht mehr und 
nicht weniger als »n reelle oder imaginäre Wurzeln hat. Der Verlust von 
Zeichenwechseln, der nicht auf reele Wurzeln deutet, kann aber nur in dem 
Falle vorkommen, wenn es einen reellen Werth « giebt, der so beschaffen 
ist, dafs zwar f(a) nicht Null ist, dafs aber eine der algebraischen Func- 
tionen, etwa f”&, durch die Substitution dieses Werthes statt x auf Null 
reducirt wird, während zu gleieher Zeit die abgeleiteten F'unctionen f”+'x 
und f”"!x dasselbe Zeiehen behalten. Sobald also jeder reelle Werth von x, 
der eine der abgeleiteten F'unctionen auf Null reducirt, zwei Ausdrücke mit 
entgegengesetztem Zeichen giebt, weun man ihu in die vorhergehende und 
in die folgende Function substituirt, so kann die algebraische Gleichung nur 
rcelle Wurzeln haben. Dies ist der de Gua’sche Satz, den auch Fourier 
in seinem Werke ausführlich abgehandelt hat. Diese Betrachtungen lassen 
sich aber nicht unmittelbar auf die transcendenten Gleichungen ausdehnen. 
ich habe zwar im Früheren gezeigt, dafs die Grenzen der reellen Wurzeln 
der trauscendenten Gleichungen auf ganz ähnliche Weise gefunden werden, 
wie die der algebraischen Gleichungen: ich habe aber zugleich auf einen 
Unterschied zwischen den algebraischen und den transcendenten Gleichungen 
aufmerksam gemacht, welcher im Wesentlichen darin besteht, dafs der ersie 
Theil einer algebraischen Gleichung immer eine continuirliche Gröfse und zu- 
gleich das Product einer Anzalıl einfacher reeller oder imaginärer Facto- 
ren ist, die den Wurzeln dieser Gleichung entsprechen, während der erste 
Theil einer transcendenten Gleichung auch eine discontinuirliche Gröfse sein 
und von dem Producte der einfachen Factoren, die den Wurzeln entsprechen, 
wesentlich verschieden sein kann. Hieraus folgt schon, dafs man bei die- 
sen Gleichnngen von der Abwesenheit reeller Wurzeln nicht auf das Vor- 
handensein imaginärer, und umgekehrt, schliefsen darf. Es wurde ferner 
früher gezeigt, dafs man die Grenzen, zwischen welchen die reellen Wur- 
zeln liegen, auf folgende Weise findet. Man sucht zuerst die Grenzen « 
und 8. zwischen welchen eine der abgeleiteten Functionen, etwa f”*x, 
immer dasselbe Zeichen behält, und bildet alsdann die zwei Zeichenreihen 
[@] und [?], so entspricht jeder reellen Wurzel, die zwischen diesen Gren- 
zen euthalten ist, der Verlust eines Zeichenwechsels, den die Reihe [ß 
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weniger enthält als [2]. Es können aber, wie gezeigt wurde, auch hier 
Zieichenwechsel verloren gehen, ohne das solches auf reelle Wurzeln deutete; 
jedoch nur in dem Falle, wenn ein zwischen ‘diesen Grenzen liegender Werth 
eine der in Betracht kommenden abgeleiteten Fiunctionen auf Null reducirt, 
während er der vorhergehenden und der folgenden Function, wenn er in 
dieselben substituirt wird, gleiche Zeichen giebt. Enthält nun die Zeichen- 
reihe [ß] etwa 2» Zeichenwechsel weniger als [a], und weifs man, dafs 
zwischen den Grenzen « und ß keine reelle Wurzel liegt, so darf man 
hieraus nicht, wie bei den algebraischen Gleichungen, schliefsen, dafs die 
Gleichung 2 imaginäre Wurzeln habe, weil hier die Abwesenheit der 
reellen Wurzeln durchaus nicht auf das Vorhandensein imaginärer deutet. 
Weifs man umgekehrt, dafs es keinen Werth giebt, der eine der abgeleiteten 
Functionen auf Null reducirt, während er, in die vorhergehende und fol- 
gende substituirt, Resultate von gleichem Zeichen giebt, so darf man dar- 
aus nicht schliefsen, dafs die transcendente Gleichung nur reelle Wurzeln 
habe: es kann; vielmehr sein, dafs weder reelle noch imaginäre Wurzeln 
vorhanden sind. Anders aber verhält es sich, wenn man mit Bestimmtheit 
weils, dafs die transcendente Gleichung fx = 0 so beschaffen ist, dafs fx 
das Product einer unendlichen Anzahl einfacher, reeller oder imaginärer 
Factoren ist, die eben so vielen Wurzeln der Gleichung entsprechen. In die- 
sem F'alle ist fx, und jeder daraus abgeleitete Differentialquotient, für jeden 
Werth von x eine continuirliche Gröfse. Sind nun z.B. « und ß zwei 
bestimmende Grenzen, und enthält die Zeichenreihe [db] eine Anzahl d von 
Zwichenwechseln weniger als die Zeichenreihe [«], so kann die Gleichung 
zwischen diesen Grenzen nicht mehr als d reelle Wurzeln haben; sind da- 
gegen weniger als d reelle Wurzeln zwischen diesen Grenzen enthalten, so 
müssen nothwendig mehrere Zeichenwechsel zwischen den Grenzen & und ß 
verloren gehen, deren Verlust nicht auf reelle Wurzeln deutet, das heifst, 
es müssen eine oder mehrere der abgeleiteten F'unetionen durch einen zwi- 
schen & und ß liegenden Werth auf Null reducirt werden, während die 
vorhergehende und die folgende Function dasselbe Zeichen behält. Sobald 
es also keinen solchen Werth giebt, so müssen die sämmtlichen d Wurzeln 
reell sein. Dieselbe Betrachtung gilt für jede zwei andere bestimmende 
Grenzen. Sobald es also gar keinen reellen Werth von x giebt, der so 
beschaffen ist, dafs er, während er eine abgeleitete Function auf Null redu- 
cirt, der vorhergehenden und den folgenden gleiche Zeichen giebt, so kaun 
Crelle’s Journal d.M. Bd. XX1l. Hft.1. 7 
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auch die Gleichung keine imaginäre Wurzel haben, sondern die Wurzeln 
müssen sämmtlich reell sein. 


Auf diesem Wege hat Fourier bewiesen, dafs die Gleichung 
ao? a ei 
1. fr = 1-2 +5; ap Topp. = 0 

keine imaginäre Wurzeln hat. Es wurde schon früher bemerkt ($. 27.), dafs 
je drei auf einander folgende Differentialquotienten durch die Gleichung 

4. Fe+ an +V)f"cs+aftx = 0 
mit einander verbunden sind. Es ist nun einleuchtend, dafs weder fx noch 
irgend eine der abgeleiteten Fiunctionen f‘x, f’'x, .... durch einen nega- 
tiven Werth von x auf Null reducirt werden können. Nimmt man nun an, 
dafs /"*'x& durch irgend einen reellen positiven Werth von x auf Null re- 
ducirt wird, so folgt aus der Gleichung (A.) 

le = —xf't"x. 
Hieraus folgt also, dafs jeder reelle Werth von x, der eine der abgeleiteten 
Functionen auf Null reducirt, der vorhergehenden und folgenden Function 
verschiedene Zeichen giebt. Man kann nun ferner zeigen, dafs fx das 
Product einer unendlichen Zahl einfacher Factoren ist. Fourier thut dies, 
indem er die transcendente Gleichung auf eine algebraische zurück führt. 
Diese Gleichung heifst 
n.(n—1)(n—?2) y° 


BL n.n—1 y? ai3E 
2. ya ar Ta 


wo n eine ganze Zahl ist. Die Anzahl der Glieder dieser Gleichung ist 
n-+-1, und wenn man 2 unendlich grofs setzt, so geht sie in die Gleichung (1.) 
über, sobald man ny = x setzt. Da nun die Gleichung (?2.), als eine 
algebraische, sich immer in F'actoren zerlegen läfst, wie grofs auch n sein 
mag, so folgt hieraus, dafs es auch noch der Fall ist, wenn rn unendlich 
grofs ist, das heifst, es muls auch fx das Product einer unendlichen Zahl von 
Factoren sein, die den Wurzeln der Gleichung fz =0 entsprechen. Diese 
Factoren müssen aber sämmtlich reell sein; wie aus dem Zusammenhange 
der Differentialquotienten folgt; und es ist daher bewiesen, dafs fx das 
Product von lauter reellen Factoren ist, die den Wurzeln der Gleichung 
fe =0 entsprechen. 

Auf dieselbe Weise könnte man auch, wenn es nicht schon be- 
kannt wäre, zeigen, dafs die Functionen sinz und cosz aus dem Producte 
einfacher reeller F'actoren zusammengesetzt sind, das heifst, dafs die Glei- 
chungen sine—=0 und eosz—= 0 keine imaginären Wurzeln haben. Denn 
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die Gleichung 





I 
o 


3 ff=sur=r st - an 


ist nur. ein besonderer Fall der. allgemeinen Gleichung 
n (n— 1) (n—2) 3 a“ n. (n—1) (n—2) (n—3) (n—4) 
LER.» 1.2.3.4.5 


indem man in der Gleichung (4.) nur n= © und ny=z zu setzen braucht, 
um die Gleichung (3.) zu erhalten. Da nun die Gleichung (4.) immer in Factoren 
zerlegbar ist, so folgt das Nenliche für die Gleichung (3.). Nun ist ferner 








4. Fy=ny— Yy--.o..z==(, 


fe = sinz, 
fr = cost, 
= —sinz, 
= — cost, 
"= sine: 
es ist also allgemein fx —=—-f”*’r, und diese Ausdrücke haben also auch 


entgegengesetzte Zeichen, wenn man f”*'x=0 setzt. Hieraus folgt, dafs 
sin z2=0 nur reelle Wurzeln hat. Dasselbe folgt auch für die Gleichung 
cosr—=0. 

31. Dieses von Fourier aufgestellte Princip, um die Realität sämmt- 
licher Wurzeln gewisser transcendenten Gleichungen zu erkennen, von wel- 
cheni, Cauchy sagt *), dafs es mehreren Schwierigkeiten unterworfen sei, 
ist von Po:sson gradezu für falsch erklärt worden. Poisson will dies durch 
folgendes Beispiel beweisen. Es sei gegeben die Gleichung 

fe = «—be* = e(1—be“"*), 
wo a und 5 bekannte Gröfsen sind und a positiv ist. Diese Gleichung hat 


nun offenbar unendlich viele imaginäre Wurzeln, die sämmitlich in der Form 
_ lgb+?2invV—1 


Ber 1—« 





enthalten sind. Differentiirt man aber, so findet man 
f” zz = e” ERBEN b a” e"*, 
= — oX —_ b art! ee, 


r”x = po bat? e"*, 
Setzt man nun f*"z=0, so ergiebt sich 
[fc = —Ib(l—a)ae”, 


"= +bl1—a)a'te“, 





*) Exercices des mathem. T. I. p. 338. 
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folglich "2.2 = —B’(1— a)'.a"t'.e’*, welcher Werth für jeden’reel- 
len Werth von z negativ ist. Hieraus würde also folgen, dafs jede reelle 
Wurzel von f"*'x, welche man in die zwei Functionen f*z und f”*z sub- 
stituirt, Resultate von verschiedenem Zeichen giebt, und es würde mithin nach 
Fourier's Regel folgen, dafs die Gleichung fx = 0 keine imaginären Wur- 
zeln habe; was doch nicht der Fall ist. Hier ist aber wohl ein Trugschlufs. 
Der Ausdruck f"*'x enthält nemlich den Factor e*, und wird Null, sobald 
dieser Factor Null wird: e“ wird aber Null, sobald man 2 = — » setzt. 
Die Gleichung e*—=0 hat mithin unendlich viele reelle Wurzeln, welche 
sämmtlich in dem Ausdruck 2 = — oo enthalten sind. Substituirt man aber 
einen dieser reellen Werthe in f"z und f**’z, so werden diese Functionen 
ebenfalls auf Null reducirt und man kann daher in diesem Falle nicht sagen, 
dafs sie verschiedene Zeichen haben. Es ist also nicht richtig, dafs jeder 
reelle Werth von z, der f”*'z auf Null reducirt, den Functionen f"z und 
f"+'x verschiedene Zeichen giebt, sondern es gilt:dies: nur für den reel- 
len Werih, der sich aus dem Factor 1—ba”*' e“-”* ergiebt. Dagegen 
giebt es unendlich viele Werihe von z, welche f”*'z auf Null reduci- 
ren und die dennoch, in f"x und f"**z substituirt, nicht Resultate von 
verschiedenen Zeichen hervorbringen. Daher darf man auch nicht schliefsen, 
dafs die Gleichung e"—be‘*—=0 nur reelle Wurzeln haben könne *). | 

32. Eine dritte, sehr scharfsinnige Methode hat Poisson. mehrfach 
angewendet, um die Abwesenheit der imaginären Wurzeln in gewissen {rans- 
cendenten Gleichungen nachzuweisen. Diese Methode ist aber schon des- 
wegen in ihrer Anwendung beschränkt, weil sie die Abwesenheit der ima- 
ginären Wurzeln nicht unmittelbar aus der Natur der Gleichung beweiset, 
sondern nur da anwendbar ist, wo man durch besondere Untersuchungen, 
die zu einer solchen transcendenten Gleichung geführt haben, zugleich einen 
anderen Ausdruck erhält, welchen mau zum Beweise gebrauchen kann. Auch 
findet man vermittelst dieser Methode nur, dafs die transcendente Gleichung 
keine imaginären Wurzeln hat, die aus einem reellen und einem imaginären 
Theile bestehen, also in der Form a-F>döy—1 enthalten sind, wo weder a 





Fourier hat den hier besprochenen Lehrsatz zuerst in seinem Werke Theorie 
de la chaleur p. 372 kurz vorgetragen. Poisson hat darauf in dem Journal de l’£cole 
polyt. cah. 19 p. 382 dessen Ünrichtigkeit zu erweisen gesucht und dasselbe später 
ın den M&m. de l’acad. des sc. T. Vin. p. 367 und ausführlicher T. IX. p. 89 wieder- 
holt. Fourier hat hierauf zuerst kurz in T'. VIU. p. 616 und ausführlicher T.X. p. 119 


geantworlet. 








1. Stern, über die Auflosung der transcendenten Gleichungen. 53 


noch d Null sind. Dagegen läfst sie es unbestimmt, ob die gegebene Glei- 
chung nicht Wurzeln habe, die blofs aus einem imaginären Theile bestehen, 
also in der Form öy—1 enthalten sind. Ich habe früher ($. 29.) gezeigt, 


dals die Gleichung 
A. (4— 3ul)sinu!—4ulcosul = 0 


keine imaginären Wurzeln hat: weder solche, bei welchen der reelle Theil 
Null ist, noch andere, welche aus einem reellen und einem imaginären Theile 
bestehen *). Auf diese Gleichung wird Poisson in seinen Untersuchungen 
über die Schwingungen einer elastischen Kugel geführt**), und er zeigt 
auf folgende Weise, dafs sie keine imaginären Wurzeln hat. Er findet 
nemlich durch dieselbe Untersuchung auch noch die Gleichung 
B. (Ww—u®)f'RRör = 0, 

wo « und u’ zwei Wurzeln der Gleichung (A.) bedeuten, die so beschaf- 
fen sind, dafs u” und u“ verschiedene Werthe haben, also W— u? nicht 
Null und R= (urcosur— sin ur)- ist, I‘ dagegen Dasjenige bedeutet, was 
R wird, wenn man in dem Werthe von R statt x den Werth u’ substituirt. 
Hätte nun die Gleichung (4A.) imaginäre Wurzeln, so dals etwa py+Hyy—1 
und y—qgy—1 ein Paar solcher Wurzeln wären, so könnte man u = 
p+gyv—i und “=p—gy—t setzen und durch R=P+Qy—1 und 

'—=P-Oy-—-1 die entsprechenden Werthe von R und R‘ bezeichnen. 
Die Gleichung (B.) ginge also in 

[P+ O)or =0 

über. Da aber alle Elemente dieses Integrals positiv sind, so könnte es nicht 
Null werden, wenn man nicht P=0 und Q=0 für jeden Werth von r 
hätte. Aus diesen Wertheu würden sich also Werthe von p und g ergeben, 
die von r abhängen; was unzuläfslich ist: also kann auch die Voraussetzung, 
dafs die Gleichung imaginäre Wurzeln habe, nicht richtig sein. Indessen 
sieht man, dafs dieser Schlufs darauf beruht, dafs w und u” ungleiche 
Werthe haben. Hätte aber die Gleichung (A.) zwei Wurzeln gy —1, 
—gqy—1 und man substituirte dieselben statt x und u, so würde der 
Ausdruck (B.) Null werden, ohne dafs / RR‘Or Null wird, und also der 


Schlufs nicht mehr gelten ***). 


*) Man erhält nemlich diese Gleichung, wenn man in der dort behandelten Glei- 
chung (4— 3x) sinx —4xcose—=0 statt x den Werth wi substituirt. 

”*) Mcmoire de lacad. des sc. T. VII. p. 417. 

“*) Eine andere Beweisführung von Sturm findet sich auch im Journ. des Mathe. 


par Liouville Nov. 1836 p. 334. 
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33. Wir wollen nun zeigen, in wiefern die Bernoulliische Methode 
auch auf die transcendenten Gleichungen angewendet werden darf. (Vergl. 
$. 1.) Diese Methode beruht wesentlich auf der Eigenschaft der algebrai- 
schen Gleichungen, dafs der erste Theil derselben das Product einer An- 
zahl einfacher, reeller oder imaginärer Factoren vom ersten Grade ist. Es 
folgt nemlich aus dieser Eigenschaft, dafs die Coefficienten der einzelnen 
Glieder der Gleichung bestimmte Functionen der Wurzeln sind; und gerade 
diese Eigenschaft ist es, auf welcher die Anwendung der recurrirenden 
Reihen auf die Auflösung der Gleichungen beruht. Es ergiebt sich mithin 
von selbst, dafs die recurrirenden Reihen keinesweges zur allgemeinen 
Auflösung der transcendenten Gleichungen angewendet werden können. 
Denn es ist im Früheren nachgewiesen worden, dafs der erste Theil einer 
transcendenten Gleichung häufig von dem Producte der den Wurzeln der 
Gleichung entsprechenden F'actoren wesentlich verschieden ist ($- 5. u. 6.). 
Auf eine solche Gleichung läfst sich also die Bernoullische Methode nicht 
anwenden, weil ihr diejenige Eigenschaft fehlt, auf welcher allein sie 
gegründet ist; oder man mufs wenigstens im Stande sein, den Factor 
des ersten Theils der Gleichung zu finden, welcher dem Producte aller 
den Wurzeln der Gleichung entsprechenden Factoren gleich ist. So- 
bald indessen die transcendente Gleichung von der Art ist, dafs ihr erstes 
Glied das Product von Factoren ist, die den Wurzeln der Gleichung ent- 
sprechen, so werden auch die Coefficienten der einzelnen Glieder der Glei- 
chung auf dieselbe Weise, wie es bei den algebraischen Gleichungen der 
Fall ist, aus den Wurzeln der Gleichung zusammengesetzt sein, und es 
kann daher bei solchen transcendenten Gleichungen die Bernouläsche Me- 
ihode auf dieselbe Weise wie bei den algebraischen gebraucht werden. 

Es ist schon oben ($. 1.) bemerkt worden, dafs die Ausbildung der 
Bernoullischen Methode früher sehr mangelhaft war. Gegenwärtig besitzt 
man mehrere Bearbeitungen derselben, welche zeigen, wie man alle Wur- 
zeln algebraischer Gleichungen finden kann und die daher ohne Schwie- 
rigkeit auf solche {iranscendente Gleichungen angewandt werden können, 
welche der oben angegebenen Bedingung entsprechen. 

Ich habe zuerst’) mit Hülfe der bei Fourier vorkommenden An- 
deutungen eine solche Methode nachgewiesen. Einfacher ist die Methode, 





‘) Crelle's Journ. für die Malhem. Bd. 11. p. 293 ff. 
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welche Jacobi später gegeben hat *) und die ohne Zweifel mit derjenigen, 
welche Fourier selbst beabsichtigte, ganz identisch ist. 

Ich werde mich hier begnügen, zu zeigen, wie man vermittelst die- 
ser letzteren Methode die zwei gröfsten oder kleinsten, reellen oder ima- 
ginären Wurzeln der transcendenten Gleichungen finden kann. In Beziehung 
auf algebraische Gleichungen habe ich das hier anzuwendende Verfahren 


bereits früher mitgetheilt ***). 
34. Es sei also eine transcendente Gleichung 


Fre= a X 301 7K1- —=1—Ar+Bo—Cr’+D«‘ .... 


gegeben, so dafs «a, ß, Y, © .... die reellen oder imaginären Wurzeln der 
Gleichung sind; nach der zunehmenden Gröfse geordnet. Setzt man 


A, = A+zt,tst 
= atatstnt-- 
Statstnt-- 


> > 

I | 

% 
+ 

2 

+ 


Ist nun & die kleinste Wurzel und zugleich reell, so kann man, wenn n 


grols genug genommen wird, näherungsweise 
1 
A, = Pe) 
1 
Any = ar? 


n 


setzen; und hieraus ergiebt sich der Werth der kleinsten Wurzel «= — ee 
n$+1 


Bildet man daher eine Reihe, deren allgemeines Glied A, ist, und 
dividirt jedes Glied dieser Reihe durch das folgende, so nähert sich der 








*) Crelle's Journ. für die Mathem. Bd. 13. p. 399 ff. 
“*) Ebend. Bd. 9. p. 305. 
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Quotient immer mehr dem Werthe «. Diese Reihe werde ich im Folgen- 


den (‚$) nennen. 
Setzt man ferner näherungsweise 


A= a 
A, = ut m 
A, = ante 
Ars ax nt 
4,4 = u zes 


so findet man 


1 
An An A = AH)", 
, 1 
A,r» Ars ge (A,4)” TER anrtı® ra 5), 


1 
A,r- A,+ 6 (A,43)” == a"+2" 8 B 2 


- ® 2 * = [4 








also 
An. Ant? — (Anz)? 


Antı . Ant3 vr (An+2)? ug; ap. 
Bildet man daher eine Reihe, deren allgemeines Glied A, A,» — (4,,,)? ist, 
und dividirt jedes Glied durch das folgende, so nähert man sich immer mehr 


dem Werthe «aß. Diese Reihe werde ich im Folgenden (,$,) nennen. 


Ist « reell, und hat man seinen Werth aus der Reihe (S,) gefun- 
den, so findet man den Werth von ß, wenn man den aus der Reihe (S,) 
gefundenen Werth von «ß durch den gefundenen Werth von « dividirt. Ist 
dagegen « imaginär, so divergirt die Reihe ($,) und es kann der Werth 
von & nieht aus derselben gefunden werden. Die Reihe (S,) convergirt 
aber auch in diesem Falle und giebt den Werth von «ß. Um nun auclı 
in diesem Falle die Werthe von & und ß zu finden, bilde man eine dritte 


Reihe (S,), deren allgemeines Glied 
A,  An+3— Anzı Ant? 
AnAn+2 — (An+ı)? 


ist. Die Glieder dieser Reihe nähern sich dem Werthe tz desto mehr, 
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je gröfser n ist; und diese Reihe wird immer convergiren, da « und ß ein 
zusammengehörendes Paar imaginärer Wurzeln sind. Aus aß und $ + F 
& 


findet man alsdann den Werth von « und £. 


35. Ich will diese Erörterungen zunächst anwenden, um die zwei 


kleinsten Wurzeln der Gleichung 
ct 


2 3 
1- +5 ats m0 

zu finden. Bildet man die Reihe (S), so ergiebt sich 

„Ai 8 1 43 229 101300 

.» 2°’ 3°’ 144’ 120°’ 4320° 30242’ 1935360’ "*"" 
Dividirt man das letzte Glied durch das vorletzte, so findet man als Nähe- 
rungswerth der kleinsten Wurzel 1,4458....; was mit dem früher gefun- 
denen Werthe ($. 27.) übereinstimmt. 

Die ersten Glieder der Reihe (S,) sind 

RE 1 23 257 10359 6 

12’ 288° 3840’ 1036800 ”? 130636800 ? 58525286400 ? 

Dividirt man das vorletzte Glied durch das letzte, so findet man 11,1145 .... 
welches a!so das Product der zwei kleinsten Wurzelu ist, und wenn man 
diesen Werth durch den gefundenen Werth der ersten Wurzel dividirt, 
so ergiebt sich als Näherungswerth der zweiten Wurzel 7,68 ...; was schon 
bis zur zweiten Decimalstelle mit dem oben gefundenen Werthe über- 
einstimmt, 

36. Ich will bei dieser Gelegenheit einen Lehrsatz beweisen, den 
Fourier in dem Expose synoptique *) angedeutet hat. Fourier sagt nem- 
lich, dafs wenn man vermittelst der angegebenen Methode die erste Wur- 
zel sucht, und diese reell ist, dafs alsdann die Reihe der Quotienten so gegen 
den wahren Werth der Wurzel convergire, dafs zuletzt die F'ehler, welche 
man bei der Annäherung begeht, wie die Glieder einer geometrischen Pro- 
gression abnehmen, deren Exponent das Verhältnifs der zweiten Wurzel 
zur ersten sei. Hierbei wird vorausgesetzt, dafs die erste Wurzel die 
gröfste ist. In dem anderen Falle, welcher uns hier besonders interessirt, 
wo nemlich die erste Wurzel die kleinste ist, mufs dieser Satz so modi- 
fieirt werden, dafs man als Exponenten der geometrischen Progression das 
Verhältnifs der ersten Wurzel zur zweiten nehmen mufis. Der Beweis ist 


























*) Analyse des &quations p. 71. 
Crelle's Journal d. M. Bd. XXU. Hft.1. Ss 
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für beide Fälle derselbe; ich werde daher nur den zweiten berücksichtigen. 


Um den Werth der Wurzel « zu finden, seizt man ua: in Wahrlıeit 
n+1 
ist aber 





Pe + tt (ent ut ) 


Aus: 
In a + gr Ber a + FH +. 


Der begangene Fehler ist also 
1 1 1 
a Re Gr ar tt ) 
ut rl = + yon +. 


Ist jedoch r hinlänglich grofs, so 2 man statt dessen auch 











1 1 
ae a. ai (B— @) artı 
1 a4 anti er+ 
art AH . Tai 
anti 


setzen, und da, wenn rn sehr grols, ein so kleiner Bruch ist, dafs 


Bi 
man ihn gegen die Einheit vernachlässigen kann, so convergiren die Feh- 
ler gegen die Grenze (?—.e). ( > hin und nehmen mithin im Verhältnifs 


der Glieder einer geometrischen Progression ab, deren Exponent 7 ist. 


37. Um auch noch ein Beispiel der Berechnung der zwei klein- 
sten imaginären Wurzeln zu geben, nehme ich die Gleichung 
2 = ee. 
Diese Gleichung kann keine reelle Wurzel haben, da, so lange x reell ist, 
immer 2 <{e* ist. Entwickelt man e“ in eine Reihe, so geht die Gleichung 
in folgende über: ' 
2 4 
=1+e 4. +73t+t35337+---- 
oder in 
J a? a*® ag® 
Ita rat, te == 0. 


Vergleicht man diese Gleichung mit der algebraischen Gleichung 


1 +ur HZ TÜr hen =, 
so kann man wieder zeigen, dafs sie das Product einer unendlichen An- 
zahl von F'actoren ist. Sie kann mithin durch die Bernoullische Methode 
aufgelöset werden. 
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Bildet man die Reihe ($S), so ergiebt sich 
u u u» 4 4 4 A: A, A, Au 
ee 2.3.4.6 307 GR SARrEs Be 
Hieraus ergiebt sich 
A,4,— 4A, m 1364243616 
A,An—A 722045476 


A,Ays—Arde _ 14336678 _ 0.336753, 








—= 1,889415 und 





4A —A, Ka 42 632 613 
Nennt man nun die kleinsten Wurzeln & und ß, so ist 
aß = 1,889415 und 


a+ß __ 1 Ba rn, 


mithin kaun man, da « und ß ein Paar conjugirte imaginäre Wurzeln sind, 
a=a+by—1 ud BP=a—by —l 


setzen und findet vermittelst der Werthe von «aß und er : 


a = 0,318133, 
b —= 1,337238. 
Die Wurzeln sind also 0,318133 + 1,337 335 Y—1. 

Cauchy’*) findet auf anderem Wege 

0,3181317 + 1,3372357 y —1. 

38. Während ich im Begriff bin diese Abhandlung zu endigen, erhalte 
ich das Compte rendu No. 10. 1837, welche seine neue Methode von Cauchy 
enthält, die Näherungswerthe der reellen Wurzeln zu finden, welche zu- 
gleich auf transcendente Gleichungen anwendbar ist. Das Wesentlichste 
derselben ist in Folgendem enthalten. Es sei 

1. fr=D0 
eine Gleichung, deren erstes Glied fx zwischen den Grenzen <= x, und 
x=Ä continuirlich bleibt. Ferner sei die Function fx in zwei andere 
Dr—xx 
zerlegt, die ebenfalls zwischen den gegebenen Grenzen continuirlich und 
so beschaffen sind, dafs die Werthe von Dx und xx mit den Werthen von 


x wachsen. Nennt man nun __ das kleinste und 5 das gröfste der 
Verhältnisse 





yat—y'X pP X—y'x, 
x, r 2.7, 











#) Lecons sur le calc. differ., leg. 14. 


g# 
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und > das kleinste, z das gröfste der Verhältnisse 
p'zn—x'A PÄ—XLe 

AR; : JE; 
und sind zwischen x, und X Wurzeln der Gleichung enthalien, so sind 
auch x, + &, X— A zwischen diesen Grenzen enthalten und bilden zugleich 
Grenzen jener Wurzeln. Ist übrigens eine der Größsen ,+ß, X—B, 
zwischen den Grenzen x, und X enthalten, so hai die Gleichung (1.) gewifs 
Wurzeln zwischen diesen Grenzen. 








Ist fx eine ganze Function, so kann man sie immer leicht in 
Dx—xx zerlegen, wenn man für x, und X positive Grenzen nimmt, in- 
dem man die Summe der positiven Glieder durch ®x, die Summe der ne- 
gativen Glieder durch —xx bezeichnet. Da man aber die negativen Wur- 
zeln einer Gleichung, wie bekannt, immer in positive verwandeln kann, 
wenn man —x statt x setzt, so kann man auch durch dieses Verfahren 
alle Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit jedem beliebigen Grade von 
Genauigkeit finden, sobald man zwei Werthe kennt, zwischen welchen die 
Wurzeln enthalten sind. Dasselbe findet bei einer transcendenten Gleichung 

fx = 0 
statt, sobald man die Function fx in zwei andere Pr — xx zerlegen 
kann, die so beschaffen sind, dafs Ox und xx immer wachsen, wenn x 
gröfser wird. 

Ich will nun zeigen, wie dieses Verfahren auch aus Fourier’s Me- 
{hode abgeleitet werden kann. 


Ist nemlich eine Gleichung fx =0 gegeben, und ist eine Wurzel 
zwischen zwei Grenzen enthalten, so kann man immer so enge Grenzen 
x, und X ziehen, dafs eines der vier folgenden Schemata Statt findet: 


I» ls [x 
feet FE 
&X=..+ + + 

[x] =-.:---— — + 

1. aa ..— _— — 
[x] =.::-:+ — + 

IM. Eee 
el... —- + — 
wa 
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In den zwei ersten Fällen hat man die Näherungswerthe 








X 
x— 55 > mh < X 
in den zwei andern die Näherungswerthe 
> arf<e 


Setzt man nun fer =Px—xx, also fa=D'x—x'r, so gehen diese 
Werthe in folgende über. Nemlich in den zwei ersten Fällen hat man 








JX ne !xo 
5 Fer a" 

und in den zwei anderen 

X—— F x u — e x, 

PX, —X'%o A . px, —y'%o ca 
Im ersten Falle ist ”’ X—x’X positiv und kleiner als P’ X—x‘x,, mit- 
hin ist auch der letziere Ausdruck positiv, folglich, da fX positiv ist, 
X IX 
yX—y'x, «x p'X—y'X?’ 














mithin 








p'X—y'x, > X 9’ X-yX > X. 


Nun it !’X— x. >0%',—x'X, also ist, nach Cauchy’s Bezeichnung, 


ie 
rn 4 





und X—ASY: 


Eben so findet man im vierten Falle, dafs P’a,—x'x, positiv und 
kleiner als OP’ X—x'x, ist; also mufs auch letzterer Ausdruck positiv sein. 


Da nun fX positiv ist, so hat man wieder 


BRRRSY .). | als WER 
X pPX—y'x, > X pa, — x, >x, 








folglich X— AZ X. 

Im zweiten Falle dagegen ist — (P’X—x’X) positiv, oder x X— PX 
positiv. Nun ist „X— Pa, > X— PX, folglich auch —(Pa,—x’X) 
positiv, und da f X negativ ist, 


IX fX 
K- z>I-nom>X 








pa, —y X 
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. an PRO KH NA p'& Koyo __ Rp X 
Offenbar ist aber hier IE ° gröfser als 7 > 2 A. 














.,1* , > X 
mithin nach Cauchy’s Bezeichnung Eh A, und daher X— 
Auf dieselbe Weise kann man zeigen, dafs auch im dritten Falle 


2. = z 
ib ya yA Dun pro N %o ee 
Dieselbe Beirachtung führt nun auch zur Bestimmung des zweiten Nähe- 
rungswerthes, der zwischen x, und x liegt. 


Im ersten Falle ist Pa —x'X positiv, also auch der gröfsere 











r / j je . ee ._ — x i 
Werth P’X—x'x, positiv. Danun fx, negativ ist, so ist X I Er etwas 


0 
kleineres Positives als on = x mithin 











IX, 2 /xo <a 
yX—y'a, < X) pPX—yX> x,’ 
und d PÄA— x’ >VPau,—x'Ä, so ist nach Cauchy’s Bezeichnung 


X) Dr 


= r: 73 = + 0% .. da fx, negativ ist, 
— o 
” 3 1st. 
fx. < J%o 


Eben so findet man im vierten Falle 


x, 
TR 





X —— 








Ix, Lx 
pay, — X > % 








Im zweiten Falle findet man 














67 /x%o <x 
a * Zr <a pX—-YX>m 
und im dritten 
x, x, u 
Tg X <® u > 


Es ergiebt sich aus dieser Uebersicht, dafs bei der Fourier’schen Methode 
die Grenzen noch enger sind als bei der von Cauchy. 
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2. 


Ueber die Zerlegung gebrochener algebraischer ratio- 


naler F'unctionen in Partialbrüche. 
(Von Hrn. Prof. Oettinger zu Freiburg i. Br.) 





I. 


Die Zerlegung gebrochener Functionen ist schon vielfach und namentlich 
von dem Herausgeber dieses Journals (Memoire sur la decomposition des 
fractions algebriques rationelles. Vol. IX. et X.) umfassend und gründlich 
behandelt worden. 

Die Mitiheiluug nachstehender Methode über die Zerlegung gebro- 
chener Functionen in Part:albrüche dürfte daher nur in so fern nicht un- 
willkommen sein, als sie, so viel mir bekannt ist, auf neue Resultate führt, 
welche, einmal gewonnen, den Vortheil haben, dafs sie in allen Fällen die 
Rechnung sehr erleichtern und ungemein schnell und bequem die Coefli- 
cienten der aufzusuchenden einzelnen Partialbrüche darstellen. 


Unter der Voraussetzung, dafs jede ächte gebrochene Function von 


der Form 

B,+B,x-+B,x°-+.... B.x* 

(A, tr A, 2x +4,%°+ .... Am x”)P 

auf folgenden Ausdruck 

B,tB,x+-B,x?+....B,x* 

(Ha, (x taz) .... (0 am)? 
zurückgeführt werden kann, handelt es sich darum, die unter letzter Form 
erscheinende Function in Partialbrüche zu zerlegen. 

Doch bleiben wir nicht bei dieser Form einer gebrochenen Function 


stehen, sondern wählen folgende allgemeinere: 
1. ET, 
fcL+a \ecH+tb, yPı (cH+b,)P2. ... (c+b, Pofleg—x)d,—x)''(d? —r)': En (du— a)” 


wo 











fe = B+B.+B,2” + .... B,ı“, 
f(eta) = (eta)(2+0,) .... (@+0,), 
f,—2) = (a—r)a—E) .... (0, —8) 
bedeutet; ferner 
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_ <r+mntmr+ 2 +97 + FLH+...,+n 


ist und 
Ay Gr, Azy seen Gy Dis Day euee Dis Cry Ony anne Cgp Aus Ahr -... A, 
in der Regel unter sich verschiedene Werthe bezeichnen. Die hier zu 
findenden Formeln werden erkennen lassen, wann hiervon eine Ausnahme 
Statt findet. 
Die Zerlegung der vorstehenden Function in Partialbrüche führt 
auf folgendes allgemeine Schema: 




































































x 
flrta,)cHb, Yı(2=+b,)" .... (+5, fl, —x)(d, EST“ PURE (du ajum 
D, D, D, D, 
= Ha Tate Tat, te + a8s 
IE, ıE, 18,\ 
“ass, m tar, atzz # ce + u... TER 
2E, 2 E,,—ı 
Sr y’s (2 +b,)": tz Pre R7 pP RT 
ii. sE, Em 
+ (z+b, )Ps F (c—b, Ps ER + (x ri _? + .... - “23 
K, KK, K, K, 
ER On Fa=2 - .... — ie 
16, 16, 1G, —ı 
— (diem 2) t, 777 rn + (d Ze a | -+- ..0.o0 ja 
.. 2G,,—ı 
ee * oe 009 4 
(de x)": Ta, aan + (ei A + nn 
"G, BER. a; uG, —ı 
gr ” rer zn 5 (du— x) tu? 7 my. + Re 


Her rt... + 
Die AED des ee Problems beruht auf der Auffindung von 
Formeln, durch welche die Werthe der Coefficienten D,, D,, ... '"E,, °E,, ... 
nicht nur auf zurücklaufendem sondern auch auf unabhängigem Wege leicht 
und bequem mögen ermittelt werden können. Die Methode, welche uns zum 
Zwecke führen wird, ist im Allgemeinen die Methode der unbestimmten 
Coefficienten, angepalst an die Eigenthümlichkeit der vorliegenden Aufgabe. 
Wegen anderer Methoden und wegen Feststellung. der hierher ge- 
hörigen Vorbegriffe verweisen wir auf die schon angeführte Abhandlung 
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des Herrn Herausgebers, so wie auf die Mittheilungen im 1., 7. u. 8. Bd. 
dieses Journals von den Herren Dirksen, Clausen und Beyer, und bemer- 
ken, dafs uns die genannten Abhandlungen bei Aufsuchung der nachstehen- 
den. Resuliate nicht zu Gebote standen, sondern erst später mit dieser Ar- 
beit verglichen werden konnten. 

Obgleich nun unsere Methode keinesweges auf combinatorischem 
Wege gesucht wurde, so führen doch ihre Entwickelungen auf mehrere 
Sätze, die den Combinationen angehören und von denen uns nicht hekannt 
ist, dafs sie schon irgendwo mitgetheilt worden sin. Um den Entwicke- 
lungsgang nicht zu unterbrechen, sollen diese Sätze und noch einige, die 
gerade nöthig werden, unserer Abhandlung voranstehen, um im Laufe der 
Untersuchung darauf zurückweisen zu können, 


HM. 
Einige Hülfssätze von Combinationen. 


. Die Art, wie die Gruppen der Verbindungen einer bestimmten Classe 
in die niederer Classen zerlegt werden können, ist sehr mannigfaltig und 
leicht zu finden. Wir theilen folgende Art ohne weitere Begründung mit. 
Die Bezeichnungsweise ist diejenige, welche in unserer Lehre von den 
Combinationen zum Grunde gelegt ist. 

3 Ca, 9,40% = 400,5... 0)" + Ca, 9,....4,)%, 

4. Clan... A) = alla, + la, 0,0. JR, 
5. C(a,a,..a)=(a)'+(4) "Ca, a...) +0) Ca 0,....0,)+... 

+40 (a, a3, 2... 0)" + Ca, 9, .... a), 

6. C(a,, Us ser. a,)" u a,C(a)'C(a;, Ügy see. ar” 

+ ,C(a,, a,)'C(a,, a, .... a,)‘” 

+ 4,0(a,, a3, a,)'C(a;, a, .... a,)‘ 

+ 0._1 C(a,, Ayyeoıı A,_i+1 )' C(a,_,45; .... ur” 
7. Ca, Gy car = aÜla)C (a, a; .... a)” 

+ 0.C(a,, a.)'C'(a,, 4, .... a,)'” 

+4; C(a,, @, 4,)'C' (a5, 9, »... a,)° 


+ 4, C(a, ’ dı yarnı'o a,)' C (a). 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXII. Hit. 2. 9) 
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Aus (1.) läfst sich leicht folgende Gleichung ableiten: 


C(a,, 4; 5, .... a,)* = C(a,, (425 .... a.) — a,C(a,, G;, .... a, 


Wird das Gesetz dieser Gleichung auf den zweiten Ausdruck rechts vom 
Gleichheitszeichen übertragen und wiederholt auf das sich ergebende Re- 
sultat angewendet, so erhält man folgenden Ausdruck : 


8. C(a,, 4;; Rp ® a,)" m C(a,, d,s .... a,” — a,C(a, 4,5 .... a,‘ 
+ 4,4, C(a,, 0:5 .. ar ... (—)* (a,)* C(a, ’ G,; .... a,). 


Werden die Stellenzahlen der Elemente dieser Gleichung um eine Ein- 
heit erhöht; wird dann r—1 statt r gesetzt und jeder Ausdruck auf 
der rechten Seite des Gleichheitszeichens wieder nach der Gleichung (8.) 
selbst entwickelt und das erhaltene Resultat geordnet, so entsteht folgende 


Formel: 
C (a; ’ d, ’ .»0 90 a,)* _— 


EC (@,,9 5... 4, —4, 00 (@,, 4... +4," +0,00 Ca, 0...) 


d,4, da, a, d, 
d; Ga ad,d,d, 
ad, 4, @;| 
..0.. (al C(a,, d,, .„... a.) 
te 
a,°@; 
(4,)* 





Wird das eben beschriebene Verfahren widerholt angewendet und so fort- 
gefahren, so führt es zu folgendem allgemeinen Gesetze: 


9, C (a;415 (G,423 .... a,)* = 

Ca, Gy ++ A) —Ü (a, pr verr a)" Clay, 2, +... a," 
+ U (a5 Gr 2... 5) Ca, 5 .... a) 

— (a, @5 2... A) Üla, Gy +.:+ a) 

(—)*C*(a,, da; ou...» a,)'C(a,, dis .... 4,)‘. 

Diese und die vorhergehenden Gleichungen gelten nicht nur von den 
Gruppen, sondern auch, wie natürlich daraus folgt, von den Gruppen - An- 
zahlen. Aus (9.) läfst sich für diesen Fall folgende Gleichung ableiten: 
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[opt 
10. PT 


ee  , N. Nu.) an pp P+D ri 
qkı ya 1.2 en. 1.2.3 Tr .... 
pt! 
.:u- er: Fe: .r— —)". 2. 
Der Ausdruck auf der linken Seite des Gleichheitszeichens führt nur so 
lange auf darstellbare Werthe, als die Elementenzahl der Classenzahl gleich- 
kommt oder sie übertrifft, oder so lange 
r—p> k 
ist. Wird aber r—p < k, so können keine Gruppen mehr entstehen und 
die Gleichung (9.) geht in folgende über: 
11. Olanız Eayar «++» AN = 0 
—= (la, 0, +... 0) — CC (a, 9, .... 0)" Ca, @, .... a, 
+ (a, 4%, +... Ca en 











P ® ® ® * * * . 


1. "0 (a, a, 2... 4); 
older auch durch Umstellung in: 
12. Clay, a ++.) = Ua, 5 +... a) Ca, 5 2... 0,)* 
— (Ca, @, .... 0,0 (a1, 95 +... a,)? 


FU, 8, ...: a’ U (a, &, .... a,)'? 


Ca, 0; .... 0,) 
Diese Gleichung gilt noch, wenn #r=p ist. Es ist alsdann 
13. C* = CC" _—- 0.07 + 0.077 — .... (10 
(a1, G,5 4; , GO Seren 4,). 

Hierin zeigen C', C°, C°?, .... EC", C”, €”, .... die Gruppen der Verbin- 
dungen obne und mit Wiederholungen, zur ersten, zweiten, dritten Classe 
u. s. w. aus den untergeschriebenen Elementen an. Aus (12.) und (13.) 
ergeben sich durch Substitution der Zahlenwerthe folgende Gleichungen: 


14. (P) = 2 He are, TE 


 rtr—i).. Eur. 
(lo) i>- 


15. = . Au Ann G em r (> 1 = 2) Er _ 


r(r—1).. e= +1) 
.... a 1. 2, 

















9% 
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Der Satz (13.) kann auch unmittelbar auf folgende Art durch Zer- 
legung nachgewiesen werden: 
Ob, u; 5: Dr Fra 
4,C(a)' Ca, .... a)" +mCla, 00a, .... a)? +... 
...+ 4,0 (a,, Te: Ca) 
+4U(a,, .... 4,)'C'(a,...» 4,77 + 9C(a;, ....0,)' 0a, 2... 0)... 
....+4_,C(a)'C'(a_, a)”, 
— Ca, +: Ola, te 
— 10a, .... 0) CU (a, .... a) — 9 C(a;, +... 4) C (a, .... a)... 
.. — 4,_,C0(a,)'C' (a,_,, 0)” 
— 4,0(a,, 2... 0,0 (a1, +... 0)? — 0,0 (a,....0,)? 0 la, 2... 0). 
ee. id. C (a,_ı ’ a,)' C (@,_., 4,-15 u, 


+ Ca, 2... a,)10a,.... 0) = 
tl Ole, ... af Oi, 1. BP PR EI a ER is 
RE 7 EER 37 EREÄRE R ans 7 ERSTE 5 
+ [e.C(a) Ca, ....+ «a "+ alla, SI CI, 00 Alone. 
Eee) ehr er 
+C(a, %, nr.) = 
+[@,C(a,)' C(a;, .... a)? + a,Cla, @)Cla, :+... 0) 2. 
. 4,0 la, +++ Ana) Ela, - +++ a). 
Werden die Ausdrücke auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens ver- 
einigt, so findet man, mit Rücksicht aufdie Gleichung (7.), durch Summirung 
der ersten Horizontalreihe 
CH (VCH _ X Dil le ae (—)K=1 C* 
Me Area, Me 
Diese Gleichung fällt mit (13.) zusammen. An diese Gleichungen 
schliefsen sich nun leicht folgende, deren Begründung keine Schwierig- 
keit hat, 
16. Ola Ep. a) = 
EC (a, Gy 2... U la, A) Clay +... a,)' 
+ Ca, Gy 2.0. 6) Ola ++ a) 
_— C'(a,, On, «0... a,”C' (a; .... a, 


(—-)C'(a, @, + 0,)"; 
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17. Ca, a... 0, db, Diyen.. w = 
C(a,, &; +... 4)’ + Ca, ... a) Cd, B,, 2... D,)" 
+C(a, ... a)?C(b,, b, .... 5,) 
+ C&,, b,, pe 5,5, 
18. Ola; @y 2... 0, du; day .... D, = 
C (a, 9, +... 0) + Ola, &; .... a TC lb, dry re. D,)" 
+ C'(a,, @, +... 0)? Cd, ba, «re. b,) 


+60(b,, B,, .... b,). 
Diese Gleichungen gelten, wie leicht ersichtlich, nicht nur für die Gruppen, 
sondern auch für die een derselben. Deswegen ist auch 





19. hend Ja Gy BIT E r-(7) .r. u N —% Er: 

Tr 
in ni pr —2— er 

u. A a 





Die Harmonie dieser Gleichungen mit der Gleichung (10.) tritt sehr 
deutlich hervor. Setzt man in den Gleichungen (17.) und (18.) die Ele- 
mente der einen Art einander gleich undd, =b,=b,=....b,—=b, so gehen 
die Gruppen der Verbindungen in Potenzen über und es treten die Zahlen- 


Ausdrücke statt der Gruppen ein. Also wird dann 
22. Ola, 9, ...40,0* = 


Ca, @, ... a‘ +2 Ca, TEEN 7 u 


„er—% > Ca, ar ER 


„ee 9g= Do, 2. 0 





+eeLe I -- _e- <-H1) , br, 
8. Ola, &, u... 4, Wen 


LEICHE FERNE Dan 2 LICHT PER Da ZU SIE " C’(a,, 0%; .- Drag 


pt 





„Dr. 
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In diesen Gleichungen wurde das Gleichsetzen mehrerer Elemente 
durch Potenzen, wie es gewöhnlich. geschieht, angezeigt. Diese Darstel- 
lungen beziehen sich auf Verbindungen. mit beschränkten Wiederholungen, 
unterscheiden sich ‚aber von den. in meiner Combinationslehre $. 12. p. 15 
angegebenen dadurch, dafs die Elemente erst nach der entwickelten Dar- 
stellung den Gruppen gleich gesetzt wurden. 


IM. 


Der Kürze wegen bezeichnen wir die allgemeine Function (1.) durch 
a fx | 
S@ta)y (rag —z)P(du— a)“ ar 





worm 
O(z+b,) = (7 +b,)Pı (x + b,)Ps (2+5;)Pr oo... (2+b,)*, 
Pd,—2) = (dh— 2)", — a) (ky— 1)... (dh,— a), 
und für f(@+a,) und f(e,—x) das oben schon Angedeutete zu setzen ist. 


Am einfachsten lassen sich die Werthe von D,, D., D;, ..-. 
K,, K,, K,, die oben unter dem Schema 2. aufgeführt sind, bestimmen. 


Um zuerst die Werthe von D,, D,;, .... zu finden, werde das 
Schema 2. mit dem Nenner der vorliegenden allgemeinen Function 1. ver- 
vielfacht. Dadurch theilt sich die Gesammt- Anzahl aller Partialbrüche auf 
der rechten Seite des Gleichheitszeichens in zwei Gruppen. In denjenigen 
Brüchen, welche D,, D,, .... D, im Zähler haben, und in den übrigen 
zugleich, tritt hierdurch mit jedem Gliede immer ein Factor in Verbindung, 
welcher den F'actor im Nenner zerstört, und es entstehen lauter F'actoren- 
Aggregate ohne Nenner, aus welchen sich ohne Schwierigkeit die Werthe 
der zu bestimmenden Gröfsen D,, D,, .... D., ableiten lassen. 

Betrachten wir zuerst die besondere Form der Function (1.) 

fx 

Fa—ar)p(x—bs)Ps Flos—z) P(du— a)“ ar ? 

so giebt das angedeutete Vervielfachen 
fe=[D. (2 — a2 —4,)...(@—a)+D.(2—a)r—a,)....(0—4,).... 
.: Di(2—a,) ...-(2—a,_)] Rd" Fle,—aXd,—r)“ 20 +(YM)fe—a,), 
wenn unter (YM) das Aggregat aller Glieder und. der au ihnen vorge- 
nommenen Veränderungen bezeichnet wird, welche durch Vervielfachen 
mit dem Nenner der Function entstanden sind. 
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Setzt man nun in dieser F'ormel allmälig a,, @,, a;, .... a, statt x, 
so verschwinden jedesmal alle Glieder bis auf eines, welches sofort ganz 
einfach zur Bestimmung des gesuchten Werthes der verschiedenen Coef- 
ficienten dient. Kührt man: hierbei die Bezeichnung 


fe = B+Ba+B2°+ .... +B.e = z,B.«‘ 
in den Calcul ein,, so findet man zur Darstellung der fraglichen Werthe 
folgendes Schema: 











5 B.a, 
24. D= - en ' 
(a,—a,)(@,—a,).... (a,—ar) la, —b)P°flc,— a,)p(du—a,)” ar’ 
“B. z 
D, = 2. B: a; 


(a,—a,)(a,—a;5).... (a,—a;,) p(a,—bs)"" fleg—a,) y(du—a,)"ai 


2 (ax une: ax) 2 B; a; 
Sa — ar) Plar— bs) flo,—ar)y(u—a)a; 
Hiebei ist zu bemerken, dafs 





D, 














N 1 0 
/(ax —ar) ti; (ax—a,)(ak—a,) »--- (ax — arx-ı) (aX— ar+ı) .... (ak—ar,r) 0 
1 
7 (ax—a,)(ar—a,) .... (aa—ar-ı)(ar—arr2) :-.- (ar—a,) 


ist. Auf ähnliche Weise ergeben sich die Wertlibestimmungen von D,, 
D;, .... für alle besondere Formen der allgemeinen Function 1. Für 
Sx 
fa— ar) y(a+ ds flog —z)p(du— x)“ x” 





wird sein 


25, D, ZB, a,.(ax— aı) 


Sara) part” Ko—a)p(h—a)“ar 
Nach den nämlichen Vorbereitungen ergiebt sich für die F'unction 
fx 
fx + ar) pP —b,)P° fl, — x) p(du— x)'%.a”” 
wenn —4, —Aly, —A4;, ...: —a, allmälig statt z gesetzt wird, 
24 (a,—a,)2, (—)* B.a}, us 
ht Sata) Pa, — b»)"’ flog + a,) p(dutaj)“ (—a,)” 











26. D,; 


oder 
(a,—a,) 2, (—)"B.a; 





277. D = (—)" 


| Fa, —a)plaz Hd Flortap)p(dutay)“ a; 
wenn m=Pp+p+ 9 FR +r—t1 ist. 
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Für die Form 
fx a . 
fata)ya+b) flog x) Pldu— x) x" f 





ergiebt sich | | 
98, D, FR (—)" 3(—)® B:a,{a, — a,) i | 
Fate) p(—a, +b;)"°flogt+a,)elda+ a,)ar 
Um die Werthe von K,, K;, K,, ...., welche in: dem Schema 2. an- 
gegeben sind, zu erhalten, vervielfache man, wie vorhin, mit dem Nenner 
der allgemeinen Function und irenne die Glieder in zwei Gruppen. , Hier- 
durch entsteht 
[x = IK, (.—r) .... 6—2)+ Ro —2)(,— x) .... (e,— 2) .... 
un + Kxa—8) 2 (a— EDLER) PrEb" Pd— 2)“ 
Werden hierin allmälig statt x die Werthe «,,.c, 6, ..».. €, ein- 
geführt, so verschwinden alle Glieder mit Ausnahme eines einzigen und es 
bestimmen sich die Werthe der fraglichen Gröfsen durch folgende Gleichung : 


(+0) (+5) flo — a) Plda—a)"“ cr” 











39. K, = 


worin die Gleichungen 
fa+4) = (4t4)(G +9)... (4+4,), 
ab” = (atbI" (ar)? 2. (tb), 
f(e,— cr) = (4— co) — 0) (e,—6); 
O(d,—c)"” = (dh — co) (dhh— or)” .... (d,— c,)* 
die einzuführenden Werihe andeuten. 
Behandelt man nun endlich noch die Function 
x 
fa—a,)fat+n)pets)° oz) yldu— a)“ 
um die Coeffcienten, welche durch Zerlegung der Function f(x —.a,) in 
Partialbrüche nöthig werden, zu bestimmen, so erhält man 
2.2: a,(a, —a,) 
Sa, —a) a +) Pla tb" flo — ap) yldu— apa, 
Die Werthe der Coefficienten für die Partialbrüche,. welche sich. auf die 
Function f(& +%,) beziehen, und die durch H,H,H,,... H, bezeich- 
net werden sollen, bestimmen sich durch die Gleichung: 








30. D,; = 
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(h, u h,) = (—)"B; hr 
31. H = P 7 Pe 
f ne mEm)sCH, FF Node) 
In diesen Ausdrücken gelten die oben angeführten Bezeichnungen gleichfalls. 





Besondere Fälle. 


Aus den vorstehenden Gleichungen lassen sich nun leicht besondere 
Fälle bei Auflösung vorkommender Beispiele ableiten. Ist, um auf das Ein- 
fachste zurückzugeben, die Function 
fx 
(x —a,)x” 
in Partialbrüche zu zerlegen, so sind die Coefficienten der Brüche, welche 
sich auf f(@—a,) beziehen 
— B,+B,a,+B,a’+.... 
38. D= (a,—a,)(a,—a;).... (a, —a,).a”? 
D B,+B,a,+B,ae:-+.... 
- (a,—a,)(a, —a;)....(a,—ar).a;’ 


D, = B,+B,, +B,%3-+.... 


(a,—a,) (a3,—a,)(a,—a,).... (a3— a,).a, u 














Für die Function 


x 
Sc — a,)(e + b)P x” 





ergiebt sich 








en B,+B,a,+B,ai+.... 
3. D= (a, — a,)(a,—a;) .... (a, —a.)(a, +b)Par’ 
D — B,+B,a-+B,a-+.... 
7 (a, —a,)(a3— a5)... (a,—ar)(a,+b)Paz’ 
Zu. B,tB,a,+B,e’+ .... 








BR (a3, —a,)(a3— a,)(a3— a,)....(a3— au)(a; +b)Par ' 


Kommt das Binomium (=-+5)’ in Betrachtung, so kann auch eines der Ele- 
mente @,, 4, «... A, SO grols als d sein. 


Für die Function 
[x 
Se —a,)f(x+h,)(c+b)P x” 





ist 
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24 D = B,+B,a,+B,a-+.... 
gr; (a, —a,)(a,—a;) ... (a, —ar)(a,+h,)(a,+h,) uns (a,-t+h,)(a, +5)Pa* 
D, = B,+B,» +B,&+.: RR 
(a,—a,)(a,—a,).... (a, gone - (@,Fh,)a,tbjar' 
n=yr BB +Br_... u 
(r,-Fa,)%,+ta,).... (Far Ah, +R)Ah Fo)... Art, En? 


BELLE Rn. 
(ha-ta,)(h,ta,)....(Artar)—Aathı)—ArtAz)....(—h,+A,)—h, tb)PR’ 

B, — BRD Bin ii 
TR en Ay RER .(—hz+h,)—h,tb)Phy 





H= (—)"t 





H,= (—)"t7 


Für die a 








Sx 
. fx + ,)(x —b)Px") 
ist 
35. D= te B,—B,a,+B,‘—.... 


(a,—a,)(a,—a;)....(a,—a,r)(a,+5)Pa”’ 
B,—B,a,+B,0e —.... 
(a,—a,)(a,—a;)....(a,—a,)(a,+5)P ar? 
B,—B,a,+B, a —.... 
(a,—a,)(as—a,)(a,—a,)....(a3s—ar)(as+b)P a} ’ 


D, — (—)trtr —1 


D; m (tr 








u. s. w. Die Zahl dieser Fälle läfst sich nach Willkür ausdehnen. 
Soll die Function 
1+x 
(61x —6)22 
in Partialbrüche zerlegt werden, so ist 


1+x 1-+x 


(2° 62°? +112 6)? — (a1) 2) —3,xr? 
und es ist in (82) B=1, B =1, wel, a, =, ,=3,n=2 zu 


setzen. Dies giebt 
D = Ber u 
, 


— 1-9(1-3).1? 1.2 


je 1+1.2 ER 
D= Fand. 72047 — 














| 





1.1.3.0: 9 ei, 
78 -1)8—2).3 7 2,99 


Hiernach sind die Coefficienten der Brüche in Beziehung auf die Function 
fc —a): 


1+-x Me 
(3 —6x2?2 +11 —6)2? 949.1 5 + Te 











5tWN 
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Soll die F'unction 
1+-2x staff ;äs 1+2x 
(© +62? +11c+6)2? — (a1) +2) (+ 3) 2r 
in Partialbrüche zerlegt werden, so ist aus (35.), wenn r=3, p=0, 
n=2,B=1,B,=2, a=1, ,=2, a=3 gesetzt wird: 
1— 2.1 
Del aHaar rt 


au 1—2.2 An 
D= 7a» mr 


1— 2.3 
D, = (—)}' (3—1)8-2).3° = — in 

















und es ist 
1-+2x a6 1 3 5 
(23 +62? +11 +6)? 092 LcH 1) T 4(-+2) + 18(x-+ 3) +(WN) 
u. s. w. Der begleitende Ausdruck (YN) bezeichnet die noch ührigen 
Brüche, deren Coefficienten in dem allgemeinen Schema durch A,, 4,; ««-- 


angedeutet sind. Ihre Berechnung soll nun gezeigt werden. 


IV. 
Um die Werthe der Coefficienten A,, A,, Ar, «... A,_ı in dem all- 
gemeinen Schema 2. zu bestimmen, gehen wir von der Untersuchung des 
einfachen Falles 








BR; 
x — ar) x" 
aus. Setzen wir nämlich nach (2.) 


fz —% A, A, An—ı 
f(x —a,)a" + taten ” 1. 


so wird durch Vervielfachen mit dem Nenner: 
6 fe. = [4 +Art+AP”+AT+... + A] fe — a) 
—.a;, } —.a; D, f(x —.a, z 
+ D, f(x Pu & nn de FIX 2”. 


—a, =—a, C—a, 

Werden die in diesem Ausdruck angedeuteten Entwickelungen wirklich 

ausgeführt, so kommen in der ersten Reihe auf der rechten Seite des Gleich- 

heitszeichens alle Potenzen der Gröfse x, die zwischen O und rn —1 

liegen, vor. In der zweiten Horizontalreihe werden sie auf die Grenzen 

von n bis r-+n—1 beschränkt sein. Hieraus folgt, dafs die Potenzen 

von z° bis x"', welche aus dieser Entwickelung entsprungen, ausschliefs- 
lich die Vorzahlen A,, A, Ab, -... A,_ı führen müssen. 

Hält man diese Bemerkung fest und macht die nöthigen Entwickelungen 

für die erste Horizontalreihe, so kann man allein hierdurch die Werihe der 

10 * 





D, 


D, 
rg 
X—— A; 











Fact 
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Vorzahlen A,, A,, A;, .... bestimmen; denn man hat zu diesem Ende nur 
die Vorzahlen, welche zu einerlei Potenz von x in dieser Entwickelung 
und in der Reihe, welche durch fx angedeutet wird, gehören, gleich zu 
seizen und dann die Werthe von A,, A,, A;, .... auf ganz elementare 
Weise abzuleiten. 
Nun ist bekanntlich 
fe —a,) = (—a)(2—4) ... (2—4,) 
= "— (OTTO — OL T°H+ (0 
(SG, Mar Bas Mara il 
Wird dieser Ausdruck in (36.) eingeführt, vervielfacht und das Resultat 
nach den steigenden Potenzen von x geordnet, so ergiebt sich folgende 
vergleichende Zusammenstellung : 
37. B+B e+B0”+B,2°+ ...+B,_,2”" 
= (Y[C4A+CA2+042°+ 040-4 .... +04_2”] 
(—)’! [E42 . er x’ + 014, + DR +04, _.2”"] 
TIC42+ CA +... +04,,0] 
(—)"? [ee . FE, u .+ Ü A, F ‚ehe ] 


WE nt? GH A, gm 


(4, d;, d;, dı4s .... 4,). 
Hieraus ergeben sich folgende Gleichungen zwischen den Vorzablen: 
D, = (—)C"4,, 
B, = (U 4,—C”"4,), 


B, = [04 —C"4+C7°4)]; 


B, = J[IC4— 074440742. . (ARO-HA], 
welche auf ganz einfachem Wege zu folgender Zusammenstellung führen : 


B 
38. A, — (—)" Cr $) 


A = (-)% 
Ba CA, 
ee ala Zu 


OR OT, 
= (— Yz 2, 2 Cr + Cr ’ 





Cr wo, 




















U yBi , OA, : Od 
= PR Cr + Cr zug: Cr FR © — 400% 


(a; 72 43, 1/79 .. 0. a 
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Diese Bildungsweise ist zurücklaufend. Sie läfst sich in folgende ein- 
fachere F'ormel umformen, wenn man den Hülfsaiz 


PET tee 1 1 1 \* 
39. Dre ae uch ce; een) 
der sich leicht rechtfertigen kifst, zu Hülfe nimmt. Hieraus wird 
4. A=(—\ÜUB, 

4, = (—’C’B,+C'4,, 

4, = (—YC’B,+C'4—C'A,, 

4, = (—)C"B,+C0'4,— 0A, + C°’A,, 








A, = (—Y CB +C4u— 04. +04, — ..('C'4,, 
+ Aa dr 4.4 
s . B ’ ..0.. . 


Qa Q; aı Qr 


Benutzt man diese zurücklaufende Bildungsweise, um eine unabhängige 
Art zu erhalten, so sind die Werthe für A,, A, ...., so wie sie durch 
die frühern Gleichungen gefunden sind, in die spätern einzuführen. Es wird 
4, = (—)C’[B,+C'B,] 
1 1 I 1 


’ ’ , .... »” 
a, a, Q@; Ar 


Wird der Werih von A, und A, in die dritte Gleichung eingeführt, so 
findet man 
4, = (—)C’(B,+C'B,+C'C'B, 


—C:B, 
= (—)C’[B, + C"B, + C”B,] 
1 1 1 1 
a,’ ar? a,’ .e0®0 a; ’ 


wenn man Rücksicht auf die Gleichung (13.) nimmt. Eben so erhält man 
durch Einführung von A,, A,, A, in die dritte Gleichung von (40.) 
4, = (—)C’(B,+C'B,+C'C"B,+C'C”B, 
—C?B,—C?C"B, 
+0°B, 
= (—)C’(B,+C"B,+C”B,+C”B,), 


( Ah. B.4 
3 a,’ a,’ u...» a,/" 


Führt man diese Substitutionen fort, so ergieht sich folgende Zusammen- 
stellung: 
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4. 4, = (—)CB, 
A, = (CB, +C"B), 
4, = (—)C’(B,+C"B)+C”B,), 
A, = (—YC’(B,+0"B,4+0”B,+0°B,), 


4 = or C(B,+C"B,_ +0” B,. +0° B> +... +C"B,), 
1 1 1 1 


—— am 
nn 


.. ’ ’ 
”. © a; Qr 


Die Gleichungen (40. und 41.) lassen sich unmittelbar auf die Zerlegung 
der Function 
fx 


(„ — bh)’ x” 
anwenden, wenn die ungleichen Elemente einander gleich gesetzt werden, 
b an ihre Stelle tritt und r in p übergeht. Es sind alsdann die Potenzen 
statt Verbindungsgruppen und die Zahlen- Ausdrücke statt dieser einzufüh- 
ren. Dann wird aus (40.) 


B 
42. A, == u; 





B, A, 
= IF P-z ;» 
(p—1) A 


B A 
A, = Grein ur if 1.2 2? 


_ (_yBrrh __Pp@—1) A, ,rp—V)p—2) 4, 
al ae i3 at a3 w 














Am (— ee p(p—1) NEE ER ymP=D.. Br 4, 











b > ui ee Aa > k Bu 
Aus (41.) ergiekt sich 


8 =}, 
= V5(B+H 3), 
= Hs rn 


- 50 er y +) 


= (-V4 (DB PR PEN en = 
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BADEN HEN) gesekzt 





SNZPREE . p ki 
Hierin ist der Kürze wegen = Am 
Die Function 
fx 
x + ar)x"” 
wird sich nun gleichfalls ohne Schwierigkeit in Partialbrüche zerlegen 
lassen. Die Werthe für A,, A,, A,, .... ergeben sich aus (40.) und (41.), 
wenn —(, —(; —Ad;, .... — statt 4, > 1/29 .... d, gesetzt werden. 


Es entsteht alsdann 








44. A: = CB, un C'A,_. u CA, x. C’A,; meh X ET TE as C’H4 
1 1 1 1 ) 
a,’ a,’ a,’ . 0008 008 008 0 8 08 08 3» a, - 
45. A; = C(B,—C"B_+ C"B,_.— CB, — »eo0.® (—)* C*A,) 
TE: 4) 
‘ ’ a, ’ a, b) ” .oe.. .») 8 8 8 eo a; * 
Eben so läfst sich die F'unetion 
fx 
Jar —x)x” 


leicht in Partialbrüche zerlegen und es lassen sich die Werthe für A,, A 
A,, .... bestimmen. Die Entwicklung wird leicht durch das Schema (37.) 
gefunden, wenn man bemerkt, dafs 
fıa,—z) = C — CO" +02 .... (ir 
(a5 By Ay ver 0.. a, 
ist, und dafs durch Einführung dieser Werthe die Horizontalreihen in (37.) 
abwechselnde Zeichen bekommen. Die hieraus hervorgehenden Gleichun- 
gen haben folgende F'orm: 
#4 A=ÜMB, 
A,=UCB, 7 C'A,, 
A, = CÜB+C4,—C’4, 


4 = CB +04, — OA (0A, 
1 1 1 
a,’ a,’ a,’ . er 8 8 8 8 8 8 9» ar 
417. 4,=U'B, 
A,=C(B +C'"B,), 


A, = CB. +0"B, + CB); 


A = CE, = CB. 4 C°B._. +. .+ Be 


2 1. 1 . . 0 8 00 0 9 8 8 oe oe —). 





52. 
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Hierdurch sind auch die Werthe von Ay, A,, A;, .... für die Flunctionen 
Fr und f« 

















(© —- 5)? a” (d — x)!” 
gegeben und es ist 
a1. B_,„I-_rP-D As _ 1 Ele De nn, A, 
fer en Zr‘ 3:15 Om. 2.2, 





A = Au Per) Ben... ey"), 


au t Pr _.i0—1) Ar tl 1)... (—k—1 
4, = atı Du FE WR Se “ ‚JEny .E 


kit 
u: mt. are e dir 1 AEYE N DIE 
Man erkennt leicht die a zz welche a den hier mitge- 
theilten Gleichungen herrscht. 
Aus den bisher gefundenen Resultaten lassen’ sich die Werthe von 


Ay; A, Ar, «..., welche bei der Zerlegung der Function 


Sx 
(x — a,)(x — b)P x” 


in Partialbrüche nöthig werden, leicht ableiten. Von den in der Function 
f(x —a,) vorkommenden r verschiedenen Elementen werden p unter sich 
gleich zu seizen und an ihre Stelle wird 5 einzufügen sein. Die übrigen 
h Elemente sind, als verschieden, im Calcul beizubehalten. Durch dieses 
Gleichsetzen gehen in den Gleichungen (40.) und (41.) die Gruppen der 
Verbindungen in Potenzen mit den enisprechenden Zahlen-Ausdrücken über 
und die Gleichungen (22.) und (23.) kommen in Anwendung. Zur Bestim- 
mung der Werthe von A,, A, A, .-. . ergiebt sich folgende Zusammen- 
stellung für die zurücklaufende und unabhängige Bildungsweise : 


4 = (re, 
A = ()r CB, R +(C'+ P)A, 
ze B, vr P) A— (art ‚ci 4 Er A, 














h v1 
4 = De + (c4 Dazlerser fe At 
ch p*' 14 
aa (7 (C*+ re. b +4 ar „cr. qrı Erz) Ab; 


(= 4 # =. 
Hi 0, u BB 2 e- m 8 » 2 ©* & ar . 
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53. 4, = jr B,, 
4 = rs [+ (c"+5)B], 
4, + -[2: + (0 + PB, .- (C’+ Pen+(P). 1 ) B bh, 


A; erzlatesnaHergort ya AB... 
.+(0* +2 pP C+(2 21 ee N +6 e}?. A», 
1 RE 


u ; Tr y a. 2 8 re 8 8 re ru 8 na oe 


’ 9 
a, a, a3 


Wird in diesen Formeln —@, —4;, :... —a, und —Ö statt a, a, »..- 
.... a, und d gesetzt, so ergieht sich unmittelbar aus ihnen die Wertlhe- 


stimmung für A,, A,, Ar, .... bei Zerlegung der Function 





ap" 








Ja 
S(x+ ar) (a-+b)P x" 
in Partialbrüche. Es wird dann aus (52.) und (53.) 
C* B 2 1 Er 
4 4-5 ( +2) (+ 204 Arge) Ai — u 





(+ om Be) 
5 Aal )B Hr 





u. ( (+2 P C'H- IL ( Aria Pin. (B)- er B,|, 
( ' a A ' 2) 
Br re 2) 
Aus (46.) und (47.) ergiebt sich für die Zerlegung der Function 


x . 
Far — x)(b— x)P x" 


5 rl HA (er HA 














(DO HEOH 4 Re ri 
‚”. A= FE MIN SON U SARER > . 
.. +69 +8 Eg4-1 +2) 4 +(2) "4 1)B 1 
Be. a han gie > 


a, @a az; a, 
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Eben so leicht ergeben sich hieraus die Bestimmungen der Werthe für 
A,, A, Ar, -... bei Zerlegung der Functionen 
fx fx fx 











(—a)P(e— bar? (atapP(at+b)I (aaPpb—ajre“ 
in Parlialbrüche, so wie für Functionen, welche einen anderen Zeichen- 
wechsel haben. Wir übergehen sie jedoch und wenden uns zur Darstellung 
des allgemeinen Gesetzes, welches wir durch Verfolgung des angedeuteten 
Weges ganz leicht gewinnen werden. Soll nämlich die Function 

fx 


(2 — am)(2— b)P (x — c)?x” 
in Partialbrüche zerlegt, und sollen die Werthe für A, 4A, A, .... gefunden 
werden, so ist es nöthig, unter den A ungleichen Elementen g unter sich 
gleich zu setzen, an ihre Stelle e einzuführen, die übrigen m verschiedenen 
Elemente aber unverändert zu lassen. Wendet man diese Bemerkungen 
auf 52 — 57. an, so zerlegen sich die Gruppen der Verbindungen in Po- 
tenzen und Gruppen von Verbindungen nach den Gleichungen (22.) und (23.) 
und es ergiebt sich zur Werthbestimmung von A,, A,, A;, .... bei Zer- 
legung der vorliegenden Function in Partialbrüche: 

u Bo 

bB’ec 

A, = ("rt ce, +(@+2+2) 4A,, 

4, = JH + (+5 +2) 0401542) | 


pam 2j-1 

+ ++ eree 

= er Fr ++ +2) +0? 4 2) ja 
1 


pi 
q 
tut t ine 


2 C:+ ce + 2) EB. % az +2 + IT)/A A,; 











58. 4, 



































pi-i pi. —i :q gri- 1 „su 

13152 I pi, p2o +7 ip. ce: ! plıca 
DE Ta 1 
a,’ a,” a,’ u,” a8 2 8 8 9 a 9 er 9 oe a, o 


Diese Formel dürfte hinreichen, um das ihr zu Grunde liegende 
Gesetz erkennen zu lassen. Es ist folgendes. Die Vorzahlen, welche 
den Buchstaben A,, A,, Ar, --.. auf der rechten Seite des Gleichheits- 
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zeichens zugehören, sind die Verbindungen mit: Wiederholungen zur 1sten, 
2ten, 3ten, .... Classe. Die Elemente, woraus diese Verbindungen ge- 


bildet werden sollen, sind einerseits das Zeichen € mit den dadurch ange- 
denteten ‚Operationen, andererseits + und 2. Tritt bei der Ausführung 
dieser Operationen das Zeichen C zwei, drei oder mehreremal mit einander 


in Verbindung, so deutet dies die Verbindungen ohne Wiederholungen zur 
2ten, 3ten Classe u.s. w. an. Tritt a = einzeln oder in Verbindung unter 
sich und mit C auf, so deutet dies auf Potenzen von der sovielten Di- 
mension, als die Wiederholung anzeigt. Mit = tritt ferner eine fallende 
Bruchfaeultät von p in der sovielten Dimension zusammen, als die zuge- 
hörige Potenz angiebt; mit - aber eine we ale von g von 


der zugehörigen Dimension. So tritt z.B. mit 5; 1 die Facultät P Fer — als Factor 


> : wu -z 
in Verbindung, mit — die Facultät Gr mit 2 aber die Facultät 





di g 
nr Ir u.s. w. Die Ausführung dieser Operationen soll allgemein durch 


das Zeichen 1 1y 
FO(C, 3) 
ausgedrückt werden, wobei das Zeichen F' auf den Zutritt der F'acultäten 


aufmerksam machen soll. 
Wendet man nun diese Abkürzung an, so führt die obige Formel 


zu folgender, ec m+p-+g=s gesetzt ist: 
9 =, 2, 
=(—% TALFO(O, 2,2) A, 
)A—FO(O, zu 2) A 
Ya-rolc, 4) 
+RO(C, 5 2) A 


4=()° c =, 2 +FC(C, 


| | ma 


A=(-)7 c c=B, >+FC(C, 


« . . ” 


A=(MFF+FC(C, 5, 1) Au-RC(G, ! >. Bi. 
... MFC (C, : Fr £) 4, 


(2 1 1 1 1 
u ;# rc rt u. . . 0 1, 1 0800000 %° Ze, 


1 Q, Q3 a, ak 


pP, c? 
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Die Vergleichung dieser Zusammenstellung mit (58.) wird dazu dienen, 
das Gesagte zu verdeutlichen und die Operationen, welche hierin angedeutet 
sind, genau zu bezeichnen. | 

Wendet man dieselben Schlüsse : auf die Darstellung (58.) any: so 
erhält man Gleichungen, welche die Werthe von A,, A,, 4,, .... durch 
eine unabhängige Bildungsweise bestimmen. Die Formel, welche sich 
hieraus ableitet, unterscheidet sich von der vorhergehenden nur dadurch, 


dafs mit den Potenzen von R: und 4 die steigenden Bruchfacultäten von 


den zugehörigen Exponenten » und g in Verbindung treten und dafs das 
Zeichen C’ auf Verbindungen mit Wiederholungen sich bezieht. Diese 
Abänderungen sollen durch das Zeichen 


‚( 2 
FC (0; b’ ir 
angedeutet werden. Hiernach findet sich für die unabhängige Bildungs- 
weise der A ER Gesetz: 


60. 4=(—) v a” ’ 
[8 ‚+FC(C,4,-) B], 
4,=(—) 4 |B:+F'C (CO, 4 B.+F'C (C, 5,2) B.]; 


Eu * . * . 


© [n+rC( (0,1 2 y B..+70 (0, 1, nt. 


+0 (C, 2,4) Bu]. 
Werden nun dieselben Schlüsse auf die F'unctionen 


£ 7 und a 
Fetan)e+ bP(e+ ex” Fam — zb — zJP (e — x)7 x” 
angewendet, so finden sich leicht aus (54—57.) folgende Gleichungen : 


4. = SFC (G 4,2) An—FO (Gy) An ee 
a Ber 
ar 5 [3,—r0 (0, ;; Hole 4,2) Ba— 
.. AFO (0, 5,2 vn] 
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3 4 = 5;Bi+FC(C, 5,2) A.— FC (C, et a 
? (— 1-1 FC' (c,: 5 2 Ss; 


64. 4; == 5 [2. +FC fe; b’ Br +F'C' (c', = ’ -y B._ +-- 


..t+-FÜC (o,- b $) ni Bl- 
Aus dieser Zusammenstellung ist das allgemeine Gesetz, welches 


durch Verfolgung der hier vorgelegten Entwicklungsweise sich ergiebt, 
leicht zu erkennen. Es gelten danach für die Function 


x 
S(z—a,) (ce —b,ı(2—b,)"?....(2—b,)”°x” 


folgende Gleichungen, worin m=r-+p,+p: H Ps+....+7, ist: 








CB y Bi Yy 
ET n..i + FC (Or) A 
a < 
j 1 1\? 
FC KAriE ee) Ai 


2 











r- ”2.r2,’ b, 
ij u 8 1\! 
66. 4A, = (—) pri. ne [2 on 5,’ b,’ b,’ ) B._, 
, Br it 1Y\? 
+FC (CO, ) Ben 
low 0 1\* 
+FC (o,i ‚».”»’ Bl; 
Erz 1 
a,” a,” az” Gr 
Für die F'uuction 
fx 
ist fix tar) (e+b,(c+b2)"° ....( +65)” € 
18 
C’ Bk N) 1 1 1 
m. Ken. —FC (O5 5 5) An 
1 


FO (Ge) Aa. 


— FC (C, er =, .... ;) A,, 
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s = [B—rC (0, 5, 54. 5) Ban 


+rCc(c, > 5,’ n .... =) Bi 


rrC(o, i ner z)B], 


N | 
a,’ a,’ a,’ ..0.. n)- 


Für die Function 


RE .... bP» 











fx 
Sa — x)(c —b,ı(c—b,)"? .... (0 — b,)Psar 
ist 
sh CB; ww 1\: 
69. A; — pPa ps par" ps +FC'(C, 5,’ B,’ vv... =) Ai 
\ DD 4 1\2 
—FC(G, 5 + 5) A 
Dig wi 4\K 
(—) FC' (C, 5,’ b, ’ ... 5.) 4A); 
- C ı 4 1\: 
dd. 4A; = Br pP: Bear yPs [2.+r°0(c' B,° B,’ oe... 5) B;_ı 
B-: % 1\? 
+FC'(c., b,’ b, ’ ... .) B._: 
ui 1 14 4% 
+FC(0,;., b y„ vor. „) B,|, 
ans 4 
a,’ a,’ e,’ ...0.% ni 


Für jeden andern Zeichenwechsel ist aus (65—68.) das Gesetz leicht ab- 


zuleiten. 


Kommt der Factor f(z+a,) oder f(a,—r) nicht in der zu zerle- 
genden Function vor, SO fallen alle sich hierauf beziehenden Operationen 
weg und die Darstellung vereinfacht sich. So wird aus (65.) und (66.) 


für die Funetion 
fx 
(vb, (a —b,)P2 2... (2 b,)Ps a“ 
Br __ 10" 4. —FOr4. + FOR Ann. 
oo... (1 FÜ" 








71. A,= (—)" 


TELAEEER 
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2. A=()" — [Bet FO'B+FOBo+.... 
ale r ..+F’C"”B]. 


€; Kl : z) 
m Se: x DE + BZ Z ı, 
U. S, WW. 


Um nun die Entwicklung der Werthe von A,, A,, 4,, .... für die 
ganz allgemeine Form der Function Nro. 1. zu erhalten, legen wir fol- 
gende einfache Form zum Grunde: 

Sx 
(x -+ a; (ce, — x) x” " 
Es sei dem F'rühern zufolge 
2C A, A, A, An-ı 
Schnee = r un + Teo+t+ Pr +92, 

so ist 
73. fr = (4 +Ac+A0°+... A, 2") f(c+a,)f(e,—x)+ 2x" (DM)). 
Die Entwicklung von f(e+a,) f(e,— x) giebt 
f(a+a)fle,—a)= OO+CC9 «+00 (+00 (+. 

—Ür ae Cm re Cı- 

+0” 0 AN Pims c 
—C’ 0° 
(Ay Gy Ay e20.Q,), (Ci Ey Ciy eo .> . 0o). 

In dieser Entwicklung beziehen sich die Elemente a,, @,, a;, .... a, auf 
C, C', .... die Elemente c,, &, 6, »... c, auf ©, O7), .... Um den 
Zusammenhang zwischen den Verbindungsclassen und den zugehörigen Ele- 
ınenten anzuzeigen, soll künftig unten au das Verbindungszeichen der be- 
zügliche Buchstabe angehängt werden. Wird die eben gefundene Ent- 
wicklung mit der Reihe , +A,x+4A,2°’+.... nach Angabe der Glei- 
chung (73.) vervieifacht, und werden die Vorzahlen gleicher Potenzen von x 
gleichgesetzt, so erhalten wir folgende Vergleichungen: 


B, = C.C}4,, 
B, = 0 C0!A +4! 07€! 























—C, C, 
B,= 00’4,+4| CO +4 070 
-c or one 





+C er, 
(Gy Ary Gy, ron @,), (Ciy E25 Gy ver: 4)s 
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u. s. w. Werden diese Vergleichungen benutzt, um die Werthe von 4,, 
A, A,, .... zu bestimmen, so ergeben sich, unter Beiziehung der schon 
bekannten Sätze, folgende Gleichungen: 


74. A, _— ©. C B, >) 


A, = 002, RIGHT C.); 
4, = CO! B— — 0.)—4(.— CC; +0), 
4, = 0.0! B,— Fe he C)—4(G—C:C: +0) 
en EEE c’), 
A, = cc! Br Pe 4. _CO4O_.. 
Pi rc. ne u, 
re .—): (= RR EN 
UT ar Cq 
Die unabhängige Bildungsweise ae See Gesetze: 
. 4A = C.C’B,, 
A, = C!C![B, —B.(C. — 0. )}, 
4, = CC! [B,—B,(C. —C. + BC, ’— CC. ra 
A, = ENDE + 


PrONORE B, (Ce — ec c. ; ye- .(—) 0? ©, ] ’ 


aa 


Diese Gleichungen een zu weitern Pr hi Nimtat man die schon 
bekannten Sätze zu Hülfe und hält die oben angegebene Entwicklungs- 
weise fest, so ergeben sich die Werthe von A,, A,, A:, -... bei Zerle- 


gung der Function 
Pr 
Fe —an)(e+6P fe —z)(d—a) 


durch folgende Gleichungen: | 
cr 9 De 

et B— FC (c.,3 u 2) = 

—C.,—3) A, 








76. A, = 


od 


— FO (C.,z; 


—FC'(C,, 1 nah 
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c” 
BP a 





7. A= 2 [B,- FC (C;, 2, 6,2) 3 


+FC(0,,4,—0,,—}) Bi. 


ro (ci BD’ — 0, er 1) B] ’ 


td) 


Das allgemeine Gesetz, welches zur Werthbestimmung von A,, A,, Ah; «... 
führt, läfst sich nun leicht hieraus erkennen. Es wird für die Function 
fx Fa 
fc+a)(c+b,P1....(ce+5) fl, —a)(d, —r)" 2... (du an)” 
durch nachstehende Gleichungen dargestellt: 








0:01 B, 
78. 4; — Pie. . bPs d’'.. ..d,“ 
1 1 By 1\: 
Fo (ci ’b, en ne) Al 
a 1 1:0 1\2 
— FC (c., b, ’ b,’ .. a a Aue en A 


“ . ® . ® “ > ® ® °. ES “ ” . Bz . * * 


1 1 1 1 1\* 
_ro(o,t ’D, „900 ls —z — 2) A; 





cc! 
hin ER [?; 


ER 1 . 1 
— FC (C; rw lo 





1 1 1 1 ! 2% 
7 Al f m un 
+FtC (c. a) eg ea ) B;-: 
u. 2 1 1 1 1Y\7 
BEER = n/7 9), ER 9 MEN «500 ME. A REENER. ..) 
( ) FC (c;, b, ’ b,” .s..» b,’ C;, d, ’ Sage z) B.|, 
En au Sr 5 
a,’ a,’ a,’ .... a, . c,’ , 65 .„... rw ’ 
Für die Zerlegung der Function 





x — ar) (a — bs)" flog — x) p(d, — ©)" x” 
wird gelten, wenn die entsprechenden Gröfsen mit enigegengesetzten Zei- 


chen eingeführt werden nd n=r+p +p+p;+....+p, gesetzt wird: 
Crelle’s Journal d. M. Bd, XXU. Hft. 1. 12 





80. 


4; 


81. A, 


Aus diesen allgemeinen Gleichungen ergeben sich leicht alle beson- 
deren Fälle für jeden Zeichenwechsel und jede Gestalt des Nenners der 
allgemeinen Function, die der Anwendung zugehören und die wir den 
Wir heben jedoch einige be- 
sondere Fälle hervor, um die Brauchbarkeit der gefundenen Formeln 


Zıwecken 
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R. C;C? „Br 
De Zur bit ae... bs dytered,“ 
n: 1 1 1 1 \! 
+FC'(C,, de SA dad 7% C., "= De ae, 7) A, 
— FG ( ay b,’ b,’ oe. C., d, ’ d,’ . 2) Ar 
a ’ı 1 MR 1\* 
kl uy Par Kr Fe A Bi. 
(— —) FÜ (C., b, h) DB .... b,? C.; d,’ d,? ee 7) 4,; 
cc! | 
2 =; B 
( ) „.DPs d! u un. dlu k 
1 1 5 1 \! 
MC E u u...‘ i ru er. .... =) | 
+F'C 2 b, ’ b,’ b,’ C., d.’ du? dı B,_, 
ur ar) Y4 1 1 1 ‘ 1 1 1 R 
+H#F C ( ay b,’ B’ b,’ C; d,’ d,’ BY ) B- 
y Y f] 1 1 1 ‘ ’ 1 Yy | 
/ . Pr Fr AR: = he 
+F'C (C;, Dem mie Bl 


a 


Cı 2 Cz 


(+ Ei . 
a,’ a,’ ...o0 a,’ 


des Lesers überlassen müssen. 


zu Zeigen. 


Indem wir auf die früher schon entwickelten speciellen Fälle von 
Nro. 40. an zurückweisen, machen wir von den hier gefundenen Resulta- 
ien eine Anwendung auf eine Function, deren Nenner aus drei Faactoren 
besteht, und berücksichtigen die verschiedenen Formen, welche derselbe 
haben kann. Wir geben hiebei die entwickelie Darstellung für die Werthe 


von 4,, A 


Besondere Fälle. 


1’ 


Für die besondere Foorm der Function 
82. 





Js 
(x — a)P (x — b)1 x” 
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en. 

414= rt. Z,+(2 +4), 

art tt a) 

FERIEN y 
re Han + ran 

2) a. 

ih. ANA ER 

4=H.-—[3+(2+2)B)], 

a et nr [? 7 & r 1)B ır ( u hi ar :) ” | 


Für die Form der Function 


























fx 
(et a) (c+b)02” 
ist 
B, 
4,= aP.p? 
BR." pP q 
4, = 3 +2) 4, 
N Pı4 p(p—1) a(9—1) 
4= 47, —(t +1) 4— (1 2.a? + er7. m) A 
B 2-1 2j—1 
1 ll + Dan Her) 
pi-1 2jı 21 31 
(+ 2, rar + 2053) 4» 
oder 
Da _{P q 
4, = aP.d° 2. (! +4) B,]; 
BE pP xa\p x (pet P-g , gg+1 
4 = —;|B— (2 +2) B + (a + +], 


12 * 
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Für die Form der Function 


fx 
84. (x + a)P (2 — b)9 a0” 














Für die Form der Function 


85. fx 


(a—x)P (b — x)1 ac” 





Ra a 
| 
| 


+2) ++ N) A, 
(+2) (EZ ++) A, 


p(p—1(p—2) , p(p—1)g , pg(g—1) 
+( 1.2.3.0. + 1.2.08 T 1. 2.ab* 


(gg — 2) 
” 1.2.3.0° A); 


| 
++ + 


> 
=) 
ne) 














+ 
B.+(E + 22 Heat +22) 2], 


. ” ” . . ® * . . 
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Für die Form der Function 


[x 
N (+ a)P (b — x)1 0” 





ergiebt sich 


























B, 
4,= aPp!’ 
er B, p 
A= 34-2 -3)4, 
— PB: N p(p—1) _p-4 , gag—1 
4,= 3 —(E 7) A, (a 342 )4 
oder i 
BR 
1 ar p° [». (? 2) B,], 
nn BR RICH p(p+Hl) _p-g g-+) 
= zB: (2 ,) Bı+ (GE 14], 
Für die Form der F'unction 
[x 
er (2 a)P(b 2) x" 
ist 
B, 
4, == (—)? a) 
P q 
4, = en W (?+ 4) 09 








= rer ++ TZN) A, 

- 
= (—) [8 +&8+4)2)], 

AV zul+(er) re Hi +]. 





Bei ” Ameiling Aalen wir zu den die en Bei- 


spielen zurück. 
Um die Function 


1+x 





(x? —62°? 11x —6) x? 
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in Partialbrüche zu zerlegen und die Werthe für A, und A, zu finden, sind 
die oben angegebenen Werthe ,=1, B=1, ,=1, ,=2, a,—=3, 
r=3 in die Gleichungen (40.) oder (41.) einzuführen. Es ist alsdann 


1 
A, — (Y.133 u; —tb 


A = (Alten 





Hiernach ist 
1-+x 1 1 17 


(62°? +12 —6)e® x - jet 6x? 36° 
Für die Werthbestimnmung von.A, und .A, bei Zerlegung der Function 


1+?x 
(23 +62? + 1104 6)? 
in Partialbrüche, ergiebt sich aus (44. u. 45.), wenn B,=1, B =?, 


a=1, w=?2, 3,=3, r=3 gesetzt wird, 
1 
A= 5 Mae % 


) 











4, = 133 —(1+3 +34 - 4 = %- 
Hieraus und aus eo Frühern ergiebt sich 
Iipa PEN aid ee EEE 5 y8. + 1 
(3 +62? +11 +6)&°? ei 2(c-#1) ' 4(c4+2) 18 (+3) 6x? T 36." 


Man erkennt hieraus, mit welcher Leichtigkeit nicht nur die Werthe 
von D,, D,, D,, -...; sondern auch die von A,, A,, A;, ..:. gefunden 
werden, indem nicht mehr Rechnung als in den vorstehenden Zeilen an- 
gedeutet, nöthig, ist. 

Eben so leicht ergeben sich die Werthe für A,, Aı, A,, ...., wenn 
Binomien in dem Nenner der zu zerlegenden ‚F'unctionen erscheinen. 

Für die Function 


1+?2x 


(x — 2,3 (2 —1)x® 
ergiebt sich für A, und A, aus (82), wm ,=1,B=,a=2,b= 
p=3,9=Llist, 





a 
—_—— 










Agatatmi=4tit=%- 





Also ist 


1+-2x a 9 
(x — 2)’(e—1)x?® 7 822 ta trWN. 
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’ 1+2x . . 
Für SH Cie ergiebt sich aus (83.) 
1 
Zu Bull 7 Be 5 
2 
d4d,= 331 —G+rl)3= 14-16 = — 1 





Also ist 








(c+2)’(e +1)0? 82 16% +(UN). 


Werden auf diese Weise die Werthe für A, und A,, welche die 
besondern Formen der genannten Function zulassen, nach den vorstehen- 


den Gleichungen entwickelt, so ist 

















ENTE, =-- ot), 
rn = atmrteN), 
ErOnTerE un ta tWeN, 
a = nat 


Durch (YN) werden die übrigen Partialbrüche angedeutet, welche durch 
Zerlegung der begleitenden Binomien entstehen. Wie dieselben zu finden. 


soll nun gezeigt werden. 
(Der Schlufs folgt.) 














96 3. Gaufs, elem. Ableit.e, zuerst von Legendre aufgest. Lehrs. d. sphär. Trigonometrie. 


3. 
Elementare Ableitung eines zuerst von Legendre 
aufgestellten Lehrsatzes der sphärischen 


Trigonometrie. 
(Von dem Herrn Hofrath, Professor etc. Dr. Gau/s in Göttingen.) 





SS phärische Dreiecke mit kleinen Seiten darf man wie ebene behandeln, 


wenn man die sphärischen Winkel jeden um den dritten Theil des ganzen 
sphärischen Excesses vermindert. Die Befugnifs dazu läfst sich ganz ele- 
mentarisch auf folgende Art nachweisen. 

Bezeichnet man den ganzen sphärischen Excefs eines sphärischen 
Dreiecks mit 3w; die drei Seiten mit a, d, c, und die ihnen gegenüberste- 
henden sphärischen Winkel mit A+w, B+w, C+w; so erhalten ein 
Paar bekannte Formeln der sphärischen Trigonometrie folgende Gestalt: 
sin $o sin (4—4o) 


sin(B-+») sin(C+o») 


sin(B— 4o) sin(C— 4o) 


sin(B+o)sin(C+o) ? 

aus deren Verbindung folgt 

sinza® __ sin3 o° sin(4—4n)? 

costa?  sin(B+ v)?sin(B—40)sin(C+ 0»)? sin(C—4o) 
Auf gieiche Weise wird 

sinyb®e sin$o® sin(B— 40) 

cos4b? ” sin(4+0)?sin(4—4o)sin(C+ o)? sin(C— 40) * 

Indem man diese beiden Gleichungen mit einander dividirt und dann 

die Quadratwurzel auszieht, ergiebt sich 





sin}a’ — 


cosla’ = 


























sin$a® cos}b _ sin(d+o)sin(4— 40)? 
costa "sin4b® ° sin(B+o) sin(B—4o)? * 
Man kann diese Gleichung auch in die Form setzen 
a sind 3 
® — sind VD, 
wo zur Abkürzung D anstatt 
a®costa 8sin4b3 sin(4-+ 0) sin(4— 40)? sin B® 
8sinta®'bscos}b* sin 4° "sin(B+o)sin(B— 40)? 


geschrieben ist. Diese Formel ist strenge richtig: man sieht aber sofort, 
dafs wenn a, 5, c sehr klein sind, und als Gröfsen erster Ordnung betrach- 
tet werden, jeder der vier F'actoren, aus denen D zusammengesetzt ist, 
von der Einheit nur um Gröfsen vierter Ordnung abweicht. 

Nach allgemeinern Prineipien ist dieser Gegenstand abgehandelt, und 
auf die Dreiecke ausgedehnt, die auf irgend welchen krummen Flächen zwi- 
schen kürzesten Linien gebildet werden in meinen Disquisitiones generales 
circa superficies curvas. 








MEREE GR BER SF TE REDE 
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4. 


Zur Kirchenrechnung, 


Formeln und Tafeln. 
(Vom Hrn. Lic. Ferdinand Piper in Berlin.) 





© 


Wie es Sache der Astronomie ist, die Thatsachen der himmlischen Bewe- 
gung festzustellen, auf welche unsere Eintheilung der Zeit sich gründet; so 
ist es weiterhin eine Aufgabe der Mathematik, nachdem die kirchliche und 
bürgerliche Gesetzgebung ein Zeitmaafs angenommen, über dessen Theilung 
und Zusammensetzung in kleinere und gröfsere Abschnitte verfügt, und ge- 
wisse Epochen als festlich ausgezeichnet hat, aus der positiv gegebenen 
gegenseitigen Abhängigkeit dieser chronologischen Elemente und Epochen 
die Bedingungsgleichungen unter ihnen zu formen und deren Auflösung 
für jede darin vorkommende Gröfse zu geben. 

Die gewöhnlichen Aufgaben über die Eintheilung der Zeit, die im 
täglichen Leben vorkommen, sind so einfach, dafs es einer wissenschaft- 
lichen Zurüstung dazu nicht bedarf. Die nächste und geläufigste Aufgabe, 
die einige Rechnung erfordert, ist die Bestimmung des Datums für das Oster- 
fest. Auch liegt es oft im historischen Interesse, in einem gegebenen Jahre 
den Wochentag eines gegebenen Monatstages bestimmen zu können. 

Der rein mathematische Charakter solcher Aufgaben wird aber eini- 
germaafsen verdeckt auf dem Wege, den zu ihrer Auflösung die Kirchen- 
rechnung einschlägt. Es hat die Kirche gewisse Mittelbegriffe, als da sind 
Sonntagsbuchstabe, güldene Zahl, Epakte u. s. w. aufgenommen, auch die 
Auflösung der Aufgaben theilweise in tabellarische Form gebracht; wonach 
es schwer ist, das Verhältnifs der gesuchten zur gegebenen Gröfse und 
die mathematischen Operationen, denen die letztere zu unterwerfen ist, 
dafs jene aus ihr hervorgehe, vollständig zu übersehen. 

Zwar ist die rein mathematische Fassung der Aufgabe und die ent- 
sprechende Auflösung seit Alters her auch in der Kirche nicht versäumt 
worden. Man findet, was die griechische Kirche betrifft, schon im Chro- 
nicon paschale die Auflösung solcher Aufgaben auf die maihematischen 
Operationen zurückgeführt. Aus der lateinischen Kirche sind von Diony- 
sius Exiguus, dann besonders durch Beda die argumenta paschalia, 
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von den Aegyptern stammend, bekannt: das sind arithmetische Regeln, die 
verschiedenen Gröfsen der Festrechnung zu bestimmen. — Doch ist dies nur 
ein Anfang, Ja die Auflösung nicht immer auf ihre einfachste Form gebracht, 
auch der Gegenstand nicht vollständig umfafst ist, nicht einmal die nöthigen 
Aufgaben gestellt sind. Insbesondere reicht es für uns nicht aus, weil jene 
argumenta sich nur auf den julianischen Kalender beziehen; während durch 
den gregorianischen neue und schwierigere Aufgaben vorgegeben sind. 
Um so günstiger hat es sich in neuerer Zeit ereignet, dafs Mathe- 
maliker zum Theil ersten Ranges diesem Gegenstande ihre Aufmerksamkeit 
zugewandt haben. Am bedeutendsten sind die, wie es scheint, ziemlich 
vergessenen Aufsätze von Lambert (1776) und Oriani (1785). Darauf 
haben Canovai und del Ricco in ihren Element di Fisica matematica 
(1788) der Kirchenrechnung einen eigenen Abschnitt gewidmet, nicht ohne 
Fehler zu machen. Im Jahre 1800 gab Gaufs seine berühmte Osterfor- 
mel und eine Berichtigung derselben im Jahre 1816. Um die Zeit stellte 
Ciccolini die Osterrechnung in einer eigenen Schrift dar: Formole ana- 
hitiche pel calcolo della Pasqua etc. Rom 1817. 8., wozu er einen Nach- 
trag gegeben in der Biblioteca italiana Vol. XIII. 1819. p. 350 — 358. 
Ihm ist Calandrelli gefolgt (s. vonZach in s. Corresp. astron. Vol.V1. 
p. 518). Auch ist Carlini bei Anzeige der Schrift Ciccolini’s in einige, 
aber genaue Erörterungen über den Gegenstand eingegangen, Biblioteec. 
ital. I. c. p. 346— 349. Daun gab von Zach (dessen Bemühung um 
diese Frage jedoch nicht ohne Uebereilung ist, — zuerst schon in sei- 
nen Mondtafeln, 1809. p. 67, wo er die Formel von Gaufs unvollständig 
und unrichtig mittheilt) neue Anregung (Corresp. astron. Vol. I. 1818. 
». 568 — 571): — worauf sich Ciccolini wiederholt (Corresp. astron. 
Vol. VI. 1822. p. 513—516. Vol. XIV. 1826. p. 452 —459) undIsnardi 
(Ibid. Vol. XIV. p. 248 —253 und p. 546 — 5517) mit diesem Gegenstande 
beschäftigt haben. Zuletzt haben Scherk, Art. Ostergrenze und Oster- 
rechnung in Ersch und Gruber's Allg. Encyclop. Abth. III. Th.7. 1836. 
S. 20. f. 42—45 und A. denselben behandelt. — Die Osterrechnung 
von Paucker (1838) hat es nicht sowohl mit der mathematischen Formu- 
lirung der Osterregel, als mit ihren astronomischen Grundlagen zu thun. 
Die gedachten Mathematiker haben überwiegend nur einzelne Fra- 
gen, vorzüglich der Osterrechnung in Erwägung gezogen, und mehrentheils 
nur Resultate, nicht die Beweise gegeben. Auf eine vollständigere Erör- 
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terung der gesammten Kirchenrechnung ist Delambre eingegangen, der 
sich wiederholt in rein theoretischem, wie in historisch - astronomischem In- 
teresse mit der Anwendung der Mathematik auf die Chronologie beschäftigt 
hat. Schon um das Jahr 1785 hatte er eine sehr eingehende Prüfung aller 
Rechnungen des Clavius angestellt und für alle Regeln desselben algehrai- 
sche Beweise entworfen; diese Arbeit aber ist zu Grunde gegangen: er 
hat sie nicht wieder herstellen mögen (s. Delambre Asiron. Tom. II. 
1814. 4. p.711). Dagegen hat er in seiner Astronomie für die Berech- 
nung des Osterfestes aufser der Formel von Gaufs, eigene Formeln nebst 
Tafeln mitgetheilt (a. a. O. p. 712. 697 syg. 713 sqg. Vergl. s. Abrege 
d’ Astronom. Paris 1813. 8. p. 644— 648), und in einem besonderen Auf- 
satz in der Connaiss. des Teıns pour lan 1817. p. 207 — 317 neue, rein 
arithmetische (keine Hülfstafeln erfordernde) Formules pour calculer la 
lettre dominicale, le nombre d’or, l’epacte et la fete de paques, pour une 
annee gregorienne ou julienne quelconque; woselbst auch mehrere F'eh- 
ler jenes Abschnittes seiner Astronomie berichtigt werden. Ausführlich hat 
er den ganzen Gegenstand aufgenommen in seiner Histoire de Ü Astronom. 
moderne T.1. 1821. 4. p. 1-71. — Und was die Darlegung der Resultate 
betrifft, ist mit Auszeichnung zu nennen die an Gaufs sich anschliefsende 
Arbeit von Tittel, Methodus technica brevis, perfacilis ac perpetua von- 
struendi calendarium ecclesiasticum, stylo lam novo quam velere etc. 
Goetling. 1816. 4. 

Es kommt für die mathematische Behandlung unseres Gegenstandes 
vorzüglich dreierlei in Betracht. 

1. Die kirchlichen und bürgerlichen Bestimmungen unserer Zeit- 
und Festrechnung in Gleichungen zu formen. Dies kaun einige Schwie- 
rigkeit haben, bei den mitunter etwas complicirten Bestimmungen und so- 
genannten Ausnahmen von der Regel, die der mathematischen Formel sich 
nicht sogleich fügen wollen. — So ist es, zum Theil auch durch unvoll- 
ständige Kenntnifs jener Bestimmungen, gekommen, dafs bedeutende Mathe- 
matiker hierbei in Irrthümer gerathen sind, — was aber kein mathemati- 
scher, sondern ein chronologischer Fehler ist. 

2. Die Fassung der Aufgabe; nemlich für eine erschöpfende Be- 
handlung des Gegenstandes die umfassende Stellung der Fragen. Dahin 
gehört, dafs eine jede der in diesen Gleichungen vorkommenden Gröfsen 
als gesucht geseizt, — demnach dieselben für sie aufgelöst werden. Hat 
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man z. B. eine Gleichung zwischen dem Jahre, dem Monatstage und dem 
Wochentage; so ist die nächste Aufgabe: wenn das Jahr und der Monats- 
tag gegeben ist, den Wochentag zu bestimmen. Aus Umkehrung derselben 
aber gehen noch die Aufgaben hervor: erstens, wenn Jahr und Wochen- 
tag gegeben sind, den Monatstag zu bestimmen (wie wohl im jüdischen 
Kalender, wo er dem christlichen beigegeben wird, das Datum jedes Sa- 
bats das Jahr hindurch angegeben zu werden pflegt); zweitens, wenn 
Wochentag und Monatstag gegeben sind, das Jahr zu bestimmen, — 
eine Aufgabe der unbestimmten Analytik, die aber auf historischem Wege, 
wenn das Jahr anderweit in gewisse Grenzen eingeschlossen ist, zu einer 
bestimmten werden kann, und für die historische und literar - historische 
Kritik von Bedeutung ist. — So läfst sich auch die Frage, welches ist 
in einem gegebenen Jahr das Datum des Osterfestes, umkehren: in wel- 
chen Jahren trifft das Osterfest auf ein gegebenes Datum ? 

Hauptsächlich diese Umkehrung der Aufgaben, wodurch sie unbe- 
stimmt werden, führt bei der Auflösung auf interessante Fragen und Be- 
stimmungen der Zahlenlehre und erweiset sich somit fruchtbar für das ma- 
thematische Interesse. Daher es erwünscht ist, dafs hierauf noch mehr 
Aufmerksamkeit, als bisher verwandt werde; wiewohl dieser Zweig der 
Aufgaben aus der Kirchenrechnung, der früher nur spärlich und seltner 
mit der nöthigen Strenge behandelt ist, in neuester Zeit mehr Gunst er- 
fahren hat. Zuerst, meines Wissens, hat James Horsefall von einer 
Aufgabe der umgekehrten Osterrechnung im gregorianischen Kalender eine 
interessante Auflösung mittelst eines allgemeinen Theorems (der Saunderson- 
schen Auflösung unbestimmter Gleichungen) gegeben, in deu PAilosoph. 
Transact. for the y. 1768. Vol. LVIII. p. 100—106; doch ist sie et- 
was weitschichtig, so dafs er auch nur dazu kommt, einzelne Fälle zu be- 
handeln : die Beispiele, wann Ostern auf seinen frühesten Termin (März 22.) 
fällt im 19. und 23. Jahrhundert. Dagegen hat Lambert für den juliani- 
schen Kalender die umgekehrte Osterrechnung allgemein erörtert; für den 
gregorianischen aber mittelst Tafeln nur ein Beispiel berechnet, wobei er 
eine allgemeine Formel in diesem Kalender für theils an sich zu weitläuftig, 
theils unmöglich erklärt, Berlin. Astronom. Jahrb. auf 1778. S.226. Für 
denselben Kalender beschränkt sich eigentlich auch Ciecolini noch auf 
Beispiele, und zwar ohne Beweise; indem er von Freihr. von Zach auf- 
gefordert zuerst die Aufgabe löset: in irgend einem Jahrhundert die Jahre 
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zu finden, in denen Ostern auf den 25. April, und in denen es auf den 
22. März fällt, de Zach Corresp. astron. Vol. X. p. 549 — 559. vergl. 
Vol. XI. p. 154; dann dieselbe Aufgabe für den 27. März, Vol. XI. 
p. 48—53; endlich diese drei Aufgaben zusanmennimmt Vol. XI. p. 144 
bis 149, — wozu er bemerkt, derselben Methode könne man sich allgemein 
für jedes vorgegebene Datum des Osterfestes bedienen. Von dieser all- 
gemeinen Aufgabe nun: die Jahre zu bestimmen, in denen Ostern auf ein 
gegebenes Datum fällt, im julianischen, wie im gregorianischen Kalender, 
hat Matzka eine zwiefache bemerkenswerthe Auflösung gegeben, in 
Crelle's Journal für reine und angew. Mathem. Bd. 3. 1828. S. 342 [. 
u. 344 f., doch mit den Gründen seines Verfahrens noch zurückhaltend, 
deren Mittheilung später erfolgen sollte. Ferner hat Jahn, ebenfalls für 
den julianischen und gregorianischen Kalender aus der direkten Formel 
von Gaufs die Auflösung der umgekehrten Aufgabe abgeleitet, die jedoch 
etwas umständlich ausgefallen ist, und ohne Rücksicht auf die für jene 
Formel bestehenden Ausrahmen, in demselben Journal Bd. 9. 1832. 
S. 139 —143. 

3. Die Beweisführung. Für den practischen Zweck ist das Re- 
sultat hinlänglich, sofern mau sich auf die Richtigkeit der Formel verlassen 
kann. Der mathematische Gewinn liegt aber in der Ableitung der Formeln 
aus den Bedingungsgleichungen. Die Schwierigkeit kommt nur daher, dafs 
man es mehrentheils mit Brüchen, deren Nenner eine der Zalılen 4, 7, 19, 
80 ist, zu thun hat: aber nicht die vollständigen Brüche braucht; sondern 
entweder die ganze Zahl des Quotienten, oder den Rest, — deren Ueber- 
windung gerade das mathematische Interesse in Anspruch ninmt. Wobei 
aber, wenn man sich der Sache mathematisch erfreuen will, gröfsere Strenge 
des Ausdrucks und des Beweises, als öfters vorgekommen, unerläfslich ist: 
Einen Beweis der Formel von Gaufs haben Ciccolini und Cisa de 
Cresy gegeben, der letztere in den Turiner Memoiren von 1820. 
T.XXIV.: er hat aber nicht einmal diese Formel vollständig gekannt und 
somit die Haupiglieder des allgemeinen Ausdrucks unerwiesen gelassen ; 
statt dessen jedoch sich bemüht, selbst dergleichen herzustellen und dafür 
eine höchst weitläuftige Gleichung gegeben. 

Indem ich bier für die gewöhnlichen Aufgaben der Kirchenrechnung 
und die Umkehrung der wichtigsten unter ihnen neue Endformeln und Hülfs- 
tafeln vorlege, wünsche ich aufser dem rein mathematischen Interesse der 
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Sache, dem kalendariographischen zu dienen, wofür es bequem sein mag, 
die Formeln übersichtlich beisammen zu haben. Zugleich ist es mein Wunsch, 
dem historischen Bedarf zu Hülfe zu kommen, da man bei geschichtlichen 
Untersuchungen oft in den Fall kommt, der Kirchenrechnung Fragen zu 
stellen, worauf man am unabhängigsten und schnellsten mittelst der mathe- 
matischen Formel sich selbst Antwort verschaffen kann. In dieser Bezie- 
hung habe ich auch zur Erläuterung mehrere Beispiele aufgenommen und 
die häufig vorkommende erste Aufgabe ausführlicher behandelt. — Die 
Beweise bleibe ich schuldig. Im Zusammenhang mit der historischen Er- 
forschung des Kirchenjahres auf die mathematische Theorie desselben ge- 
führt, denke ich nebst der Geschichte derselben die vollständige Entwicke- 
lung der Formeln in einer gröfsern Arbeit über das Kirchenjahr, welche 
die historisch -theologiseche und mathematische Theorie desselben umfassen 
soll, zu geben. 

In der Entwickelung dieser Formeln bin ich namentlich darauf ge- 
richtet gewesen, überhaupt in den directen Formeln die gegebenen Gröfsen 
unmittelbar stehen zu lassen, um in der Umkehrung der Aufgaben, wenn 
nun. eine vorhin gegebene Gröfse die gesuchte ist, auf dieselbe leichter 
zurückkommen zu können. Auch weil man so besser die Abhängigkeit 
der gesuchten von den gegebenen Gröfsen übersieht und des Grundes sei- 
nes Verfahrens sich bewulst bleiben kann. Sodann habe ich die beiden 
Ausnahmen — die eine im gregorianischen Kalender selbst statuirte bei 
der Epaktenrechnung, die andere von der Gleichung für die Ostergrenze — 
die sonst besonders, anfserhalb der Formel aufgeführt wurden, öfters auch 
ganz aufser Acht gelassen sind, in diese mit aufgenommen. Wodurch sie 
freilich verwickelter wird. Für Jahrhunderte aber, in denen jene Aus- 
nahmen nicht vorkommen, wie im gegenwärtigen, läfst sie sich sofort auf 
einen einfachern Ausdruck bringen (s. $. 10. u. $. 13.). Endlich habe ich 
gesucht, die Auflösung der wichtigsten Aufgaben, besonders auch die um- 
gekehrie Osterrechnung, durch Hülfstafeln möglichst zu vereinfachen. 

Hier ist zuvor noch ein Wort über die Bezeichnung nöthig. 


.. a . 
Kinen Bruch —, von dem nur die Ganzen genommen werden sollen, 
bezeichnen (um nur bei denen stehen zu bleiben, die den vorliegenden 
® - a 
Gegenstand behandelt haben) Canovai und Cisa de Cresy durch 0.—. 


Dies ist etwas unförmlich. Der Italiener Ciecolini hat dafür den Aus- 
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druck (2); Delambre als Franzose (>), d. h. entier: denselben hat 
Matzka (a. a. 0. 8.337), obgleich ein Deutscher. Ich gebrauche, dies 
auszudrücken, die Bezeichnung (<) .— Istder Bruch — ein ächter; so ist 
q 
a 
(2 an 
Den Rest eines Bruches — bezeichnen Canovai und Cisa de 


Cresy ebenso durch R.-. Delambre, dem Ciccolini folgt, durch (“) 


Welche Bezeichnung ich aufnehme. — Man hat gewöhnlich bestimmt, 
dafs, wenn die Division aufgeht, der Nenner selbst als Rest genommen 
werden soll. Diese Inconsequenz läfst sich vermeiden, wenn man den Aus- 


. . Bu 2 
druck auf die Form bringt ac ).+ 1; oder, wie in der Formel für 


die güldene Zahl, statt a = (5) setzt: a = (5) + 1. Daun ist, wenn 
die Division aufgeht, auch der Rest =0 zu nehmen. Davon gelie ich im 
Folgenden aus. Eine Ausnahme habe ich zur Vereinfachung nur zuge- 
lassen in den Formeln für den Wochentag ($$. 1. 2. 15.) und für den 
Sonntagsbuchstaben ($.8, 1); wo der Rest O beim Nenner 7, den sieben- 
ten Wochentag, den Sonnabend, oder den siebeuten Sonntagsbuchstaben @ 








anzeigt. 
Sodann um auszudrücken, dafs in einer Gleichung für eine Gröfse (a) 


nach der Reihe die ganzen Zahlen von O bis n gesetzt werden sollen, be- 
diene ich mich der in der Aggregatentheorie für diesen Zweck üblichen, 
von Ohm empfohlenen, deutschen Buchstaben; also in diesem Fall des Aus- 
druckes a=n: d.h. für a ist zu seizen 0, 1, 2,3 ....n. 





Uebersicht. 


A. Vollständige Formeln. 
I. Aufgabe. Aus dem Jahre und Monatstage den Wochentag zu finden. $. 1. 
1. Auflösung. 
2. Auflösung. 
3. Auflösung. 


Anwendung. |. 2.: 
a) im gegenwärtigen Jahrhundert. 


b) der Wochentag des 1. Januars. 

c) der Wochentag des 25. Decembers. 

d) das Datum des 1. Advents. 
Beispiele: der erste Tag der julianischen Periode; — der Schöpfungstag der Welt nach 
dem jüdischen Kalender, nach Keppler, Scaliger, Petavius, $. 3. 
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B. 


II. 


Il. 


vl. 
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Aufgabe. Umgekehrt, aus dem Monatstage und Wochentage das Jahr zu finden. $. 4. 
Auflösung: 


a) für den julianischen Kalender. 
b) für den julian. u. gregorian. Kal., innerhalb eines bestimmten Jahrhunderts. 
Anwendung. $. 5.: 
a) im gegenwärtigen Jahrhundert. 
b) auf den 29. Februar. 
Beispiele: Wann ist im 19. Jahrh. der 25. Juli n. N. ein Sonntag; Jubil. zu Com- 
postella? — Wann hat der Februar 5 Sonntage? $.6. 
Aufgabe. Die drei christlichen Zeitkreise zu bestimmen. $. 7. 
a) die güldene Zahl. 
b) der Sonnencirkel. 
c) die Römer -Zinszahl. 
Aufgabe. Die übrigen Hülfsgröfsen der Osterrechnung zu bestimmen. $. 8. 
a) der Sonntagsbuchstabe. 
b) die Epakte. 
c) die Östergrenze. 
Aufgabe. Berechnung des Osterfestes. $. 9. 
Auflösung: 
für den julianischen und gregorianischen Kalender. 
Anwendung. $. 10.: 
im gegenwärtigen Jahrhundert. — Wörtlicher Ausdruck der Formel für das Da- 
tum des Osterfestes im gregorianischen Kalender. 
Beispiele: Todestag Constantin’s und Friedrich Wilhelms II. am Pfingstfest. — Datum 
des Österfestes in den Jahren 1954, 1981, 4763. $. 11. 
Aufgabe. Umgekehrt, aus dem Datum des Osterfestes das Jahr zu finden. $. 12. 
Auflösung: 
a) für den julianischen Kalender. 
b) für den gregor. und julian. Kalender innerhalb eines bestimmten Jahrhunderts. 
Anwendung. $. 13.: 
im gegenwärtigen Jahrhundert. 
Beispiele: Bestimmung des Jahres, in welchem eine dem Chrysostomus beigelegte Pre- 
digt (Serm. VII. in Pasch.) verfalst ist. — Wann trifft im 19. Jahrh. das 
gregorianische Osterfest auf den 15., und wann auf den 19. April? $. 14. 


Formeln mit Hülfstafeln. 


I. 


Il. 


IV. 


Aus dem ze eines Jahres n. Chr. Geb. den Wochentag zu finden. $. 15. 
Tit Taf. I. 
Beispiele: Geburtstag und Todestag Shakespeares. $. 16. 
Umgekehrt, aus dem Monatstage und Wochentage innerhalb eines bestimmten Jahr- 
hunderts n. Chr. das Jahr zu fiuden. $. 17. 
Mit Taf. I. 1. II. 
Beispiele: Wann ist im 19. Jahrh. nach dem gregor. Kalender der 'Tag der heiligen 
drei Könige, und wann der Geburtstag Christi ein Sonntag? $. 18. 
Berechnung des Osterfestes. $. 19. 
a) im julianischen Kalender. 
Mit Taf. IV. 
b) im gregorianischen Kalender für das 16. bis 19. Jahrhundert. 
Mit Taf. V. und VI. 
Beispiele: Datum des julian. und gregor. Osterfestes im Jahre 1841. $. 20. 
Uingekehrt, aus dem Datum des Österfestes innerhalb eines bestimmten Jahrhunderts 
das Jahr zu finden. $. 21. 


a) im julianischen Kalender. 
b) im gregorianischen Kalender vom 16. bis zum 22. Jahrhundert. 


Mit Tat. VII. und VII. 1a: u. 
Beispiele: Wann trifft im 19. Jahrh. das gregorianische Osterfest auf sein frühestes, 
wann auf sein spätestes Datum? $. 22. 
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A. Vollständige Formeln. 


I. Erste Aufgabe. Wenn Jahr und Monatstag gegeben sind, 
den Wochentag zu finden. 


Worauf es hauptsächlich bei dieser Aufgabe ankommt, ist, den Schalt- 
tag gehörig in Rechnung zu bringen. Dies hat für die verflossenen Jahre 
keine Schwierigkeit. Aber ein Bedenken macht das laufende Jahr, aus 
welchem der Monatstag gegeben ist. Dieser Monatstag kann nur so in 
die Rechnung aufgenommen werden, dafs man ihn als Jahrestag vom An- 
fange des Jahres an zählt. Dies giebt im Schaltjahr nach dem 29. Febr. 
eine andere Zählung: es hat alsdann derselbe Jahrestag eine Einheit mehr, 
als im gemeinen Jahre. Eine verschiedene Zählung der Art aber ist un- 
zuläfslich, wenn die umgekehrte Aufgabe vorliegt, aus dem Wochentage und 
Monatstage die Jahre abzuleiten: wo erst gefunden werden soll, ob die 
Jahre Schalt- oder gemeine Jahre sind; überhaupt auch unbequem im 
Schaltjahre anders, als im gemeinen zu zählen. Diese Schwierigkeit wird 
beseitigt, wenn man entweder für die Rechnung das Jahr vom ersten März 
anfängt und von da bis zum letzten Februar ununterbrochen fortzählt, so dafs 
der 29. Februar der 366. Tag wird; oder wenn man zwar vom ersten Januar 
an die Jahrestage zählt, und im Schaltjahre gleicherweise, wie im gemei- 
nen (also den 29. Februar des laufenden Jahres hier niemals mitzählt); 
aber vom ersten März an eine Formel gebraucht, in welcher die Einschal- 
tung als schon vollzogen mit allen frühern Schalttagen in Rechnung ge- 
bracht ist. 

Dieselbe Schwierigkeit hat es im gregorianischen Kalender auch 
noch mit dem laufenden Jahrhundert. Der begegnen wir, indem wir für 
unsere Rechnungen das Jahrhundert mit dem ersten März anfangen. Das 
heifst, wenn die Zahl der verflossenen Jahrhunderte durch s bezeichnet 
wird; so kommt hier und im Folgenden allemal nicht vom 1. Januar, son- 
dern vom 1. März des Jalıres 100s bis zum letzten Februar des Jahres 
100(s +1) derselbe Werth von s in Anwendung. Also z. B. für den 
1. Februar des Jahres 1800 noch der Werth s= 17; aber für den 1. Mai 
desselben Jahres der Werth s= 18. 


Hiernach haben wir in ersterer Beziehung drei Wege zur Auf- 
lösung unserer Aufgabe. 


Crelle’s Journal d.M. Bd. XXII. Hft. 2. 14 
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Im Folgenden werden die Wochentage vom Sonntage an nach der 
Reihe durch die Zahlen 1, 2, 3 ... 7 bezeichnet. Findet man in der Di- 
vision den Rest O0; so soll bei dieser Aufgabe ausnahmsweise (wie oben 
bemerkt ist) statt dessen der Nenner 7 genommen, also durch den Rest O 
der Sonnabend bezeichnet werden. 


Erste Auflösung. 

Man zähle, der wievielte Tag vom 1. Januar an (diesen mitgerech- 
net) der gegebene Monatstag ist, mit Rücksicht darauf, dafs im Schalt- 
Jahr der Februar einen Tag mehr hat, diese Zahl sei d; so gelten all- 
gemein folgende Formeln, wenn man die Zahl des Wochentages durch A 
bezeichnet : 

a) im julianischen Kalender 
a) für Jahre der julianischen Periode, wenn diese durch 7’ be- 
zeichnet werden: 


22 
AB an +) (N) 





7 
8) für Jahre der christlichen Zeitrechnung, wenn diese durch / 
bezeichnet werden: 


aa) vor Chr. Geb. 


PRBIPN 2.5: 1 Aal. DEM h N. 


bb) nach Chr. Geb. 


(+, ‚ba+) 


m z } am 


b) im gregorianischen Kalender; mit derselben Bezeichnung der Jahre 
nach Chr., wenn noch die Zahl der verflossenen Jahrhunderte s ge- 


nannt wird: 
Hr 


7 
Zweite Auflösung. 
Es sei d der Jahrestag des gegebenen Monaistages vom 1. Januar 
an, ohne Rücksicht darauf, dafs im Schaltjahr der Februar einen Tag 
vıehr hat, so dals im Schaltjahr derselbe Werth von d genommen wird, 











A u (IV) 
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wie im gemeinen Jahre (für den 29. Februar selbst jedoch d=60); so 
gelten vom 1. Januar bis 29. Februar die eben aufgestellten Formeln. Für 
die Tage vom 1. März an ändert sich der darin vorkommende Bruch der 
Jahreszahl, indem bei vorwärts gezählten Jahren dessen Zähler um eine 
Einheit vermehrt, bei rückwärts gezählten Jahren derselbe um eine Ein- 


heit vermindert werden mulfs. 


wenn übrigens dieselbe Bezeichnung gilt, 


a) im julianischen Kalender 


a) für Jahre der julian. Periode 
vom 1. Januar bis 29. Februar 


3) 


ß) für Jahre der christl. Zeitrchn. 
aa) vor Chr. Geb. 


+), +365—d 
h=7— 7 
bb) nach Chr. Geb. 


an hau 


une 7 
b) im gregorian. Kalender 


Bar Amanczhn 


7 











h= 








folgende Formeln: 


vom 1. März bis 31. December 














253 
= 7+ ( E N, urn. 
eo 

Reh (+ +) +2) 


Dritte Auflösung. 
Man seize den Anfang des Jahres am 1. März, indem man von da 
bis zum letzten Februar fortzählt, und nenne den so gerechneten Jahres- 


tag d'. 











So hat man nach dieser Annahme für d, 


(V, 1 u.2) 


(VI, 1u. 2) 


(VI, 1u.2) 


(VII, 1u.2) 


Dem gemäfs ist dann die Jahreszahl (7' oder ?) für ein Datum 


vom 1. Januar bis zum letzten Februar um eine Einheit zu vermindern 
(also ein Z vor Chr. Geb. in diesem Fall um eine Einheit zu vermehren). 
Wonach man den Wochentag durch folgende Formeln findet: 


a) im julianischen: Kalender 


a) für Jahre der julianischen Periode 


h= + 


++ ) 
x 








7 


14 * 
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P) für Jahre der christlichen Zeitrechnung 


e (7), +39- “ Pr 


aa) vor Chr. Geb. A = 7— a 











+) tet) 
bb) nach Chr. Geb. } = z | (XI) 
b) im gregorianischen Kalender 
t s 
WR CA DEN L +e+3) 
OH]. m 


2. Anwendung dieser Formeln. 


I. Auf das gegenwärtige Jahrhundert. 


Man setze das Jahr des 19. Jahrhunderts = u, so ist = 1800-+u. 
Und man hat 


1) wenn d den Jahrestag, im Schaltjahre mit Rücksicht darauf, dafs 
der Februar einen Tag mehr hat, bezeichnet, — aus den Formeln (III) 
und (IV): 








im Julian. Kalender im gregor. Kalender 
u—i1 BR 
(+ Bau (+) an 
A = =” Rh 5 





2) wenn d ohne Rücksicht auf den 29. F'ebr., im Schaltjahre genommen 
wird, wie im gemeinen Jahr, — aus den Formeln (VI) und (VI): 


im julianischen Kalender 





vom 1. Januar bis 29. Februar vom 1. März bis 31. December 
u—1 u 
2 MAL Are h +@, ++) 
7 r N 7 “ 








im gregorianischen Kalender 
ge \ u 
Pe (+ 7),+ . 
7 


7 E i= 





h= 








r 
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II. Welches ist allgemein der Wochentag des ersten 
Januars in einem Jahre nach Chr. Geb.? 
Man setze in Formel (Hl) und (IV) d=1, so kommt der Wochen- 


tag des ersten Januars: 








im julian. Kalender im gregor. Kalender 
se —1 
+Hz)+ +) - +) + 
h= 7 h= | q 2 Er 


und für das gegenwärtige Jahrhundert, aus den eben aufgestell- 
u—1 u—1 
FR. 
7 8 ; 


Ill. Welches ist allgemein der Wochentag des 25sten 
Decembers in einem Jahre nach Chr. Geb.? 


ten F'ormeln: 











h= 


Man findet diesen, wenn man in den Formeln, welche vom 1. März 
bis zum 31. Dec. gleicherweise für das Schaltjahr, wie für das gemeine 
Jahr gelten (Form. (VII, 2) und (VIH, 2)), d=359 (der Jahrestag des 
Weihnachtstages) setzt; kürzer aber, da der Wochentag des Weilhnachts- 
tages gleich ist dem des nächst folgenden Neujahrstages, wenn man in den 
eben gefundenen Formeln für den ersten Januar statt Z setzt +1. So ist 


der Wochentag des 25. Decembers: 
im julian. Kalender im gregor. Kalender 


Ei (+®) | RR (+@ ++ 


und für das gegenwärtige Jahrhundert: 


®) | ,„.e® 


7 ‚ 














IV. Welches ist allgemein das Datum des ersten Ad- 


vents? 
Man berechne erst den Wochentag des 25. Decembers, wie eben 


gezeigt. Dieser sei H; so ist das Datum des ersten Advents: 


8— 
A = Nov. 27 +( >)» 
wo, wenn kein Rest bleibt, nicht der Divisor 7, sondern O0 zu setzen ist. 
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3. Beispiele. 
Nach der ersten Auflösung. 


1. Welches ist der Wochentag des ersten Januars im Jahre 1 der 
julianischen Periode, d. i. 4713 vor Chr.? 


Man setze in Formel (I) T=1, d=1; so kommt 


(+9 


7 ) —?2, ein Montag. 


Dasselbe findet man, wenn man, nach Jahren vor Chr. rechnend, in F'or- 
mel (II) = 4713, d=1 setzt. 


h= 





Nach der zweiten Auflösung. 


2. Keppler berechnet (in den rudolphinischen Tafeln) den Schö- 
pfungstag der Welt auf den 24. Juli 3993 vor Chr. Welcher Wochentag 
ist dies? 

Der 24. Juli ist der 20öte Tag des Jahres; hier ist also d = 205, 
{= 3993, und man hat nach Formel (VI, 2): 


3993 +2 N 
2 IR rs , ar ee wi „_ (st) ne 








ein Sonntag. 

3. Nach den Ordnern des jüdischen Kalenders ist der erste Neumond 
(der Moled Tischri) der Welt, am 6. October 3761 v. Chr., 953 der julia- 
nischen Periode Abends um 11 Uhr 205 Chl. eingetreten. An welchem 
Wochentage? 

Der 6. October ist der 279ste Tag des Jahres; also d= 779, 


{=3761. Und nach derselben Formel : 


: on + (2) 4365-279 
ya 


m % 7-7) =7-6=1, 


oder nach der F'ormel für Jahre der julian. Periode (V, 2), da T= 953, 


d=?279: 
[953 + >). + ei _ (1471) 
Yan ji u 





h= 








Rh= 





\ 7 it 


also nach beiden Formeln ein Sonntag. Ideler hatte Handb. d. Chrono!. 
Th. I. 8.582. den Montag angegeben (doch s. ebendas. 8.545); hat aber 
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diese Angabe berichtigt im Lehrb. der Chronol. S. 254. 255. Anm. 1. 
vergl. 8.230. 234. Anm. 1. (an welcher letzten Stelle es statt Sonntag 
den 7. Oktober heilsen mufs: den 6. Oktober). 

Nach der dritten Auflösung. 

4. Scaliger nahm in der ersten Ausgabe seines Opus de emend. temp. 
(später hat er eine andere Ansicht vorgetragen) Mittw. den 21. April 3949 
vor Chr. für den vierten Tag der Welt. Stimmt hier Wochentag und 
Monatstag? 

Der 21. April ist vom 1. März an gerechnet der 52ste Tag des Jalı- 
res, also d’=52, =3949. Und nach Formel (X): 


um +) +30 — ’ 
q 
7 Ä 


= 73 —4, 


h=7— 





7-09) 
ein Mittwoch. 

5. Petavius nimmt (Docir. temp. Lib. IX. c. 6. Antw. 1705. 
T. II. p. 10. vergl. Lib. XIII. Ibid. p. 282. desgl. in seinem Ratio- 
nar. temp. ed. 3. Par. 1636. 8. P.2. p.82) für den ersten Tag der 
Welt den 26. October im Jahre 730 der julianischen Periode, 3984 v. Chr. 
Irrig giebt Jean Paul, der eine Gelegenheit wahrnimmt, den Geburts- 
tag der Welt zur Sprache zu bringen, den 22. October an, an wel- 
chem nach Petavius die Welt auf die Welt gekommen sei, im Titan 
Bd. 1. (Sämmtl. Werke, Berlin 1827. Bd. XXI) S. 117. — Welcher 
Wochentag? 

Der 26. October ist, vom 1. März an gezählt, der >40ste Tag des 


Jahres, also d’ = 240, = 3984. Und nach derselben T ormel: 


pe + ), 1.369 — u. 


7 








h= T7— =1-() =7-6=1, 


ein Sonntag. 


4. Zweite Aufgabe. Wenn Monatstag und Wochentag gegeben 
sind, das Jahr zu finden, in welchem sie zusammentreffen. 


Ich gebe hier nur die Formeln für Jahre (2) nach Chr. Geb. Im 
gregorianischen Kalender mufs die Rechnung für jedes Jahrhundert beson- 
ders geführt werden (ich bezeichne die Zahl der verflossenen Jahrhunderte 
wieder durch s); für den julianischen Kalender kann man eine Formel 
haben, die unabhängig von dem Jahrhundert besteht. 
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Wo immer im Folgenden ein Rest gebildet wird und die Division 
aufgeht, da ist der Rest =0 zu setzen. 

Gegeben ist der Monatstag, als Jahrestag vom 1. Januar an gerech- 
net (ohne Rücksicht auf den Schalttag) =d; der Wochentag = A. 


Erste Auflösung. Für den julianischen Kalender. 
Man setze 


gib} +2) BR 


r 





ferner für ein Datum 

















vom 1. Januar bis 29. Februar vom 1. März bis 31. December 
454-443 45+3-+3 
sa+( +4+ ) ih 5sa+( + m = 6 
d 9 ö A 
20\ . 
a 4 mit Ausnahme von () @ — 4 mit Ausnahme von P ein, 





(d. h. für a sind mit Ausnahme des eben gedachten Werthes nach 
der Reihe die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4 zu setzen); 
so ist 
t=38y+c, AMD 
wo für y, O und jede positive ganze Zahl genommen werden kann. 


Zweite Auflösung. Für den julianischen und gregorianischen 
Kalender, innerhalb eines bestimmten Jahrhunderts, 
vom 1. März des Jahres 100s bis zum letzten Februar des Jahres 100 (s+1). 
Die Jahre dieses Jahrhunderts sollen durch bezeichnet werden 
(so, dafs 2=100s +). Man setze 




















im julian. Kalender im gregor. Kalender 
Ss 
ren el at +20 (z) u 
re = 
und gleicherweise in beiden Kalendern für ein Datum 
vom 1. Januar bis 29. Februar vom 1. März bis 31. December 
45 +4430\ __ 45+34+30\ __ 
sa+( 5 ) =e 5sa+( 5 =: 
2Ö 
a=4, ausgenommen 7) a = 4, ausgenommen F er 9), 





so ist 
u=235y+c (XIV,1u 2) 


4 = 2, und für jeden, Werth von e<17,9=3 
(d. h. es sind für 9 nach der Reihe die Zahlen 0, 1, 2 und wenn das 
andere Glied von kleiner als 17 ist, auch 3 zu setzen). 
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5. Anwendung dieser Formeln. 

1. Für das gegenwärtige Jahrhundert wird in der zweiten 
Auflösung der vorigen Aufgabe, ‘in Formel (XIV) nur & näher bestimmt, 
nelimlich 73 N Io 10h | | 

zm julian. Kalender — ı.. 2m gregor. Kalender 


2.0 FIN 240 Gertahf) 





> 
r 





r 


Im Uebrigen bleibt &s bei derselben Formel. 

2. Ist der gegebene Mouatstag der 29. Februar, so gelten 
ebenfalls die vorgelegten Formeln, mit der Bedingung, dafs man in dem 
Resultat nur die Schaltjahre, d. h. Jahre von der Form 4n nimmt. Dies 
erreicht man unmittelbar durch folgende Formeln, wenn der Wochentag 
des 29. Februar % genannt wird. 

Für den julianischen Kalender allgemein. 

Man setze 


GE DErEr 


r 





so ist 
t= 3y+#+ec, 


wo für y O und jede positive ganze Zahl gesetzt werden kann. 
Für den. gregorianischen Kalender innerhalb des Jahrhunderts 1008 +1 
bis 100(s +1). 








Man seize 
"+3+2— (7) 120 
Bi +11 LT 
| 7 1 rang ( 58 )+i=o 
so ist 
u= 28359 -+e . 
y=3 


(d. h. es sind für 9 die Zahlen 0, 1, 2, 3 zu setzen); die Zahl 3 jedoch 


nur dann, 
1) wenn e<{ 16, 
2) wenn e=16 und s eine Zahl von der Form 4n—1 ist. 


6. Beispiele. 
1. In Compostella, in der Cathedrale des h. Jacobus wird ein 
Jubiläum gefeiert allemal wann das Fest des h. Jacobus (25. Julius) auf 


‘einen Sonntag fällt; s. de Zach Corresp. astron. Vol. X. 1824. p. 448. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXII. Hit. 2. 15 
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In welchen Jahren unseres Jahrhunderts tritt dies ein nach dem gregoria- 
nischen Kalender? 
Hier ist A=1, d (der 25. Juli, vom: 1. Jan. an gerechnet) = 206; 
mithin im 19. Jahrhundert aus der eben ($.5, 1.) gegebenen Anwendung : 
PCR (3A) unit 


und nun in Formel (XIV, 2): 


Panen De ” sa+ (38), 


wo für a nach der Reihe die Werthe 0, 1, 2, 3, 4 zu setzen sind, mit 


Ausnalıne von (-<EI) = 1; also die Werthe 0, 2, 3, 4 Dadurch er- 














d 
hält man für c die Zahlen 2, 13, 19, 24. Und hiernach für u die Werthe: 
2 13 19. 24 
30 41 47 52 
38 69 75 80 
86 97. 


Das sind also die Jahre des neunzehnten Jahrhunderts, von 1802 bis 1897, 
in welchen der 25. Julius ein Sonntag ist. 


2. Aus Anlafs des Jahres 1824, in welchem der Februar fünf Sonn- 
tage hatie, ist die Frage aufgeworfen (s. de Zach Corresp. astron. |. c. 
p. 382.), in welchen Jahren dies eintrifft und nach welchem Gesetz. 

Man sieht sogleich, dafs dazu die beiden Bedingungen zusammen- 
kommen müssen: erstens, dafs der Februar 29 Tage hat, also das Jahr ein 
Schaltjahr ist; zweitens, dafs der erste, mithin auch der letzte Februar 
ein Sonntag ist. Die Aufgabe läuft also auf die Frage hinaus: in welchen 
Jahren ist der 29. Februar ein Sonntag? 

Die Antwort hierauf ist in der $. 5, 2. aufgestellten Formel ent- 
halten, indem man darin die Zahl des Wochentages A=1 setzt. Dann 
findet man 











für den julian. Kal. für den gregor. Kal. 
4-25 — 3 
wel d=6 =| 7 “) 
_ {125° +11 {123 +11 
=. )+1=% = )+! 
t= 233(y-+1) um 3nu-+ c. 
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Und im gegenwärtigen Jahrhundert, 


wenn man für y die Zahlen 64, 65, | wenn man s = 18 nimmt: d =1, 
66 seizt, für 2 die Werthe: c = 24; mithin für v die Werthe : 
24, 52, 80. Das sind die Jahre 
1820, 1848, 1876. 1824, 1852, 1880. 





Diese Aufgabe ist nach anderen Methoden aufgelöst von Cicco- 
lini in de Zach. Corresp. astron. Vol. X. p. 380. 381. und Vol. X1. 
p- 149. 150., vonZach (mit Hülfe des Sonntagsbuchstabens) Ibid. Vol. X. 
p- 382. 383; ferner von Matzka in Crelle's Journ. f. reine u. angew. 


Mathem. Bd. 3. 1828. S. 341. und von Jahn Ebend. Bd. 9. 1832. 
S. 143. 144. 


7. Dritte Aufgabe. Die Jrei christlichen Zeitkreise zu 
bestimmen. 


Dafür sind die Formeln, gleichgeltend für den alten und neuen Stil, 
wenn die Jahre n. Chr. allgemein durch /, in unserem Jahrhundert durch 
bezeichnet werden: 


die güldene Zahl A=(5) + AM | A=(,)+ı 





der Sonneneirkel C= (5) +1 (XVD C= N) +1 








die Römer- Zinszall 1= (2) +1 (XV 1=() +1 


Die umgekehrte Aufgabe, aus der güldenen Zahl, dem Sonnencir- 
kel und der Römer-Zinszahl das Jahr abzuleiten, — eine Aufgabe der un- 
bestimmten Analytik, ist mehrfach behandelt, von Bernoulli, Wallis, 
Euler, Lalande, Delambre wA.; daher ich hier nicht darauf ein- 
gehe. Für einen besonderen Fall giebt auch Ideler die Auflösung, Hand- 
| buch der Chronologie Bd.1I. S. 587. 





8. Vierte Aufgabe. Die übrigen Hülfsgröfsen der Oster- 
rechnung zu bestimmen. 


1. Für den Sonntagsbuchstaben Z erhält mau leicht aus 
$. 2. n. II., indem auch hier, wenn der Rest O ist, statt dessen der Di- 
visor 7 genommen werden, also der Rest O den Sonntagsbuchstaben @ an- 
zeigen soll: 
15 * 
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im julian. Kalender im gregor. Kalender 








[X + | KXvim | Lo [ ar ie ) (XIX) 


7 


und für das gegenwärtige Jahrhundert 





——0__-. 





(«+ (= )) pet +) 





r 


wobei aber in jedem Schaltjahr (wenn # oder % eine Zahl von der Form 
4n ist) vom 1. März an statt dessen der nächst vorhergehende Sonntags- 
buchstabe gilt, den man unmittelbar erhält (nehmlich für jedes Jahr, nicht 
blofs für ein Schaltjahr, den Sonntagsbuchstaben vom 1. März an), wenn 


man in diesen Formeln statt (= F) (3), und statt ee =) 1 (+) setzt. 


4/g 
Wo immer im Bansln ein Rest vorkemmt und die Division auf- 


geht, da wird auch der Rest =O gesetzt. 


2. Für die Epakten gelten folgende Gleichungen, wenn mau 


_ ) = a selizt: 


a) die julianische Epakte au (10H) (XX) 


b) für die gregorianischen Epakten hat man 
beständige Epakte im ersten Jahre des julian. 19 jährigen Cyclus 
a=8 
Correction zur Epoche der Kalenderverbesserung 
B=+3—1 = —7 
die Lunisolargleichung 


y = Kee +6) +7-% 


demnach die Epakte im ersten Jahre des gregor. 19jährigen Cyecl. 
8 13 
= a+ß+Y=8+ 5 ),+ 2), 


q 


wo jedoch, wenn 5 negativ wird, dns nächst gröfsere Vielfache von 30 
dazu addirt werden und diese Differenz statt der negativen Gröfse ge- 


nommen werden mufs; welches durch folgende allgemeine Formel ausge- 
drückt wird: ui |. 
+ (5-),,30 


und hiernach überhaupt die a Epakte 


em (Fr). (XXI) 
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Und für das gegenwärtige Jahrhundert, wenn man (“ 


tzt: | 
pw die julian. Epakte 


asia gem 


r 





| die gregor. Epakte 
| (1a 
ei 


® . t 
3. Die Ostergrenze ist allgemein, nachdem man (&) = a be- 


rechnet hat: 
im julianischen Kalender 
15+19a 


termin. pasch. = März 21 +( 7 


im gregorianischen. Kalender, wenn man 5 und DB wie unter der vori- 
gen Nummer (2) in Formel (XXI) berechnet und dann 





) (XXD) 














a 5 A +) 
(= 5 ” ‚lo der (” 30 wi =Pb | Bo, = K setzt: 
termin. pasch. = März ?1+f—K e- (XXI) 


Dieselbe F'ormel giebt die julianische Ostergrenze, wenn man 5=5 nimmt. 
Dann wird K=0 und man erhält aus dieser die vorhergehende For- 
mel (XXI). 
9. Fünfte Aufgabe. Berechnung des Osterfestes. 
Es sei ? das gegebene Jalır nach Chr. Geb. und das Datum des 
Osterfestes werde durch P bezeichnet; so ist 





























im julian. Kalender im gregor. Kalender 

wenn wenn 4 5), 2 (+ = b 

= )- 30—=B 

ee iz 

19 z 

(0), « (0), « 

a)-r (a )er 
| fe or) Yo fr (++ Frame >) D_ 
P= März A4/-F7-% (XXIV)| P= März 14+f—K (Gh (XXV) 
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Diese Formeln gelten allgemein und ohne Ausnahme. 


Denn was die sonst sogenannten Ausnahmen von der gregorianischen 
Osterformel betrifft, hier in der Gleichung für % und P durch das Glied 


a; m A 
K(5) ausgedrückt; so tritt 


die eine Ausnahme (nur von der Formel) ein, wenn f=29 gefunden 
wird, also die Ostergrenze am 19. April. Beide Zahlen werden dann um 
eine Einheit vermindert; was nur in dem Fall Einflufs auf das Datum des 
Osterfestes hat, wenn der 19. April ein Sonntag ist. 


Die zweite Ausnahme (von der gregorianischen Osterregel selbst) 
tritt ein, wenn die Epakten XXV und XXIV in demselben 19jährigen 
Cyclus vorkommen. Dann wird die Epakte XXV (in diesem Falle ge- 
schrieben 25) um eine Einheit vermehrt, oder die entsprechende Oster- 
srenze 18. April (f=?28) um eine Einheit vermindert; was nur in dem 
Fall Einflufs auf das Datum des Osterfestes hat, wenn der 18. April ein 
Sonntag ist. 

Vou beiden Ausnahmen ist seit Anfang des neuen Stils bis jetzt 
nur die erste im Jahre 1609 vorgekommen. Auch können sie in dem 
jetzigen Jahrhundert nicht eintreten; aber in dem folgenden, zwauzigsteu 
Jahrhundert wird jede derselben einmal sich ereignen, die erstere im Jahre 
1981, die andere im Jahre 1954. Für beide Jahre soll das Osterfest unter 
den Beispielen unten $. 11. No. 3. berechnet werden. 


10. Anwendung dieser Formeln. 


Da 5 und B nur von s abhängen und Ä nur von B; so sind diese 
Gröfsen je ein Jahrhundert hindurch coustant und dürfen für jedes Jahr- 
hundert nur einmal berechnet werden. 


1. Für das gegenwärtige Jahrhundert, wo s=168, findet man: 


b—=8 +(e a) +), —185=0, also auch B=0: 





daralik folgt auch K=0. 
Und man hat für dieses Jahrhundert die gregorianische Osterformel eben 
so einfach, wie die juliauische; wenn man in Formel (XXV) für s überall 
15 substituirt: 














Se.» 
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(0), = ® 
f 
f +) ++ ) 

7 = h 


gregor. P = März 211-f+7—h. 





2. Oder wenn man ?=1800-+u setzt, also durch x das Jahr des 
19. Jahrhunderts bezeichnet: 











im julian. Kalender im gregor. Kalender 
(Gr), (5), 
FH=r u 

fi + ) ai * Gr) 2; 





P= März 1+f+7—3. 


Diese im gegenwärtigen Jahrhundert geltende Formel für das Datum 
des Osterfestes neuen Stils begreift, in Worten ausgedrückt, folgende Vor- 
schriften. Es werde das Jahr, für welches das Osterfest gesucht wird, 
mit Hinweglassung der beiden ersten Ziffern 18 durch % bezeichnet (z. B. 
für das Jahr 1840 ist v= 40); 


{) so dividire man % durch 4 und nenne die ganze Zahl, die heraus- 
kommt, — wenn ein Rest bleibt, ohne Rücksicht auf diesen — n; 


2) man addire die Zahl 14 zu u, dividire diese Summe durch 19 und 
nenne den Rest a; 


3) man multiplicire a mit 19, addire zu diesem Producte 23, dividire 
diese Summe durch 30 und nenne den Rest f; 


4) man addire die Zahlen «, n, f und 5, dividire diese Summe durch 7 
und nenne den Best A. 


In allen diesen Fällen, wenn die Division aufgeht, ist der Rest 0 
zu nehmen. 


So trifft Ostern (f+7—h) Tage nach dem 2isten März. 
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11. Beispiele. 
Im alten Stil. 

1. Kaiser Constantin der Grofse \starb am Pfngstfest des Jahres 
337 n. Chr. S. Euseb.Vit. Constantin. Lib. IV. c. 64. ed. Reading. p. 664. 
und das Chron. Pasch. p. 286. D. (ed. Bonn..p. 837.) und p- 381. B. (697). 
An welchem Datum? 

Pfingsten ist 49 Tage nach Ostern. Das Datum.des Osterfestes in 
jenem Jahre aber ist nach Formel (XXIV), da ?=337; mithin 


== geltt Zu ft Do 14 


19 /, 30 
P = März 1+11+7—5 = April 3. 
Demnach traf das Pfingstfest auf den 22. Mai. Dies ist der Todestag Con- 
stantins; wie auch das Ohronicon paschale, augiebt. 








Im neuen Stil. 


2. König Friedrich WilhelmIIl. von Preufsen starb am Pfingst- 
fest des Jahres 1840. An welchem Datum? 

Hier ist in der eben- ($. 10, 2.) für'das 19. Jahrhundert entwickel- 
ten Formel x = 40; also 





| (10+(% at] 
40 +14 234 19.16 ” 
a= (5) =16 f=( Er )=% | 7 => 
demnach Ostern P= März 21+27+7—5 = April 19. 
Und Pfingsten den 7. Juni. Dies ist der Todestag Friedrich Wil- 


heilms IIl. 


3. Die $. 9. versprochene Berechnung des Osterfestes der Jahre 
1954 (vgl. Delambre in der Conn. des Tems a. 1817. p. 311. und Hist. 
de U’ Astron. moderne T. 1. p. 56. 57.) und 1981 stellt sich nach For- 
mel (XXV) so. 
Hier ist 
sur, 
also 


84) +m -9=—1 B=-14(45).30=29 


+ (Hit. =) 








era 


und weiter 
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für das Jahr 1954 


dad = 194, = (7) =16 


(= (FE — 28 


er, +23+(7) +2 191. @) 
Am z _ 


P = März 21+25—1 +7—6 = April 18. 





== 6 





Ohne das Glied —K. (3), hätte man A=0; P=März 1428 +7—0 


— April 25, acht Tage zu spät. 
Für das Jahr 1981 


dat=191, a=(%,) = 


ent +19. u lcd 


r 


PER ac. >), +2+(7 +2 2) 
7 


P= März er 6 —= April 19. 





S 
\ 











—— > 


Olıne das Glied —K. 6) hätte man A=0; P= März 21+29 +7—0 


— April 26, ebenfalls acht Tage zu spät, ein Datum, auf welches Ostern 
niemals treffen kann. 
Im alten und neuen Stil. 
4. Auf welches Datum trifft das Osterfest im Jahre 4763 n. Chr.? 
Hier ist {= 4763, s=47; mithin 
im julianischen Kalender 





(= 
äh (4 ie. ' a 





h 7 
P= März ?1+22+7—4 = April 15. 
Crelle’s Journal d.M. Bd. XXI. Hit. 2. 16 


| 


FR dr >), > .. . 
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Im gregorianischen Kalender 


= 8+ u +() —47 = — 13 


= (Mi) - | 
-( 


RE BR Er: n; 





9 


— 13 


r 





Also ist das Glied —K. (Z) — (0) und man braucht B und X 
q 


gar nicht zu berechnen. 
[v 7034 (#7), +13+ (2 ), +2 —47 
E_ 7 = 3 
P= März 11-+13+7—3 = April 7. 
Dieses Beispiel ist auch berechnet von Gaufs in der Mon. Corresp. 
Bd.2. 1800. S. 129. und von Delambre in der Conn. des Tems 
a. 1817. p. 315. 316. 











12. Sechste Aufgabe. Wenn das Datum des Osterfestes gegeben 
ist, die Jahre zu finden, in welchen es auf jenes Datum trifft. 


Gegeben das Datum des Osterfestes, März ?i1+p; 
Gesucht die Jahre # nach Chr. Geb. 


1. Im julianischen Kalender. 
Man bilde p—-l—ı=f 
a= 6 
(d.h. man nehme für a nach der Reihe die Werihe 0, 1,2, 3,4, 5, 6; wodurch 
man eben so viele verschiedene Werthe von f erhält); mit der Bedingung: 
1) wenn p<7, dals a<p 
2) wenn p>29, dafs a>p— 30 


15-1 
ferner ( . ?) = 4; 


und bezeichne alle so gefundenen Werthe von a‘, die kleiner als 19 sind, 
durch a. 





6 
Dann setze man (°?) =g 


b+ (3533 = 6 


q 








b = 4, mit Ausnahme von e-) ; 


r 
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so ist, indem man jeden Werth von @ und jeden Werth von c setzt: 


t= 5322 + ( Mertfe) (XXVI) 


wo für z zuerst O und dann alle ganzen positiven Zahlen genommen wer- 
den können. — Hat man m Werthe von @ (es ist wenigstens einer und 
es sind höchstens 5), da c immer 4 Werthe hat; so erhält man für / 
4m Werthe, die kleiner sind als 532. Zu deren jedem hat man 532 und 
deren Vielfache zu addiren, um die unendliche Reihe zu erhalten, die der 
Aufgabe entspricht. 





2. Im gregorianischen Kalender. 
Man bilde ebenfalls y—1—a = ® 
a=6 
mit der Bedingung: 
1) wenn p<7, dals a<p 
2) wenn p >29, dals a>p—30. 
Weiter mufs die Rechnung für jedes Jahrhundert besonders geführt werden. 
Es seien also die Jahre gesucht innerhalb des (s-+1)ten Jahrhunderts, d.h. 
von 100s bis 100s +99, und es mögen die Jahre dieses Jahrhunderts 
durch % bezeichnet werden; so berechne man die Säculargleichungen: 





5-H11B 
4er rl, EF- = x K; 
ferner P+K.(E = f 
du 2 nn 4 L, 
30 


und bezeichne diejenigen Werthe von a’, die kleiner als 19 sind, durch «; 
setze dann 








ee 
-@tert 3) 
u —), = 





4n+3-+3b 
b=4, mit Ausnahme von ( 


endlich > e A _ N = 4, 





2(n-+-1) 
d , 





16 * 


Bi 
Au 
| 
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wo jeder Werth von e mit jedem Werth von «’ zu verbinden ist. Mau 
bezeichne die Werthe von 4‘, die kleiner sind, als 5 und auch den Werth 5 
für den Fall, dafs «’<(5, durch A, und den in jedem A enthaltenen Werth 
von a’ durch a; so ist 

u= 19A-+o. (XXVIN) 
Dieselbe Meihode gilt auch für den julianischen Kalender, wenn man er- 





stens 3=8 setzt: woraus f=P und W = & nL) kommt, wie vorhin; 
dann aber = a . Die übrigen Formeln bleiben unverändert. 


13. Anwendung dieser Formeln. 


Für das 19. Jahrhundert ist, indem man s=18 in den For- 
meln des vorigen $. (12, 2) substituirt, die Berechnung folgende. 


Gegeben das Datum des Österfesites = März 21-+p. So bilde man 


im Julian. Kalender | im gregor. Kalender 
p—i—ı=f 
a=6 
mit der Bedingung 1) wenn »y<7, dafs a<p 
2) wenn »>29, dals a>p—30 











15 +19f\ _ ,„ | 13 +19f\ _ 
( 30 ), ae, ( 30 ). wu; 
und bezeichne diejenigen Werthe von «‘, die kleiner sind als 19 durch «a; 
setze dann ai 
a ! 
( 19 ). augen 
ferner Pr Ba 
( 7 ) erh ( 7 ) nn 


Weiter bedient man sich der allgemeinen Gleichungen (XXVI) des ge- 
dachten Paragrapbs. 


14. Beispiele. 


Im julianischen Kalender. 


1. Man hat unter dem falschen Namen des Chrysostomus sieben 
Sermones in Pascha, deren letzter (Chrysost. Opp. ed. Montf. T. VII. 
App. p. 274 599), nicht unwichtig für die Geschichte der Österstreitig- 
keiten, — für die Zeit seiner Abfassung interessante Merkmale darbietet. 
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Diese Predigt ist gehalten in der ersten der sieben Fasteuwochen 
(ce. 5. p. 284. D.), und enthält folgende chronologische Merkmale, — wo- 
bei ich das Jahr n. Chr., in welchem sie verfafst ist, durch £ bezeichne. 
1) In diesem Jahre traf eine Luna XIV ungefähr 2 Tage vor der Früh- 
lingsnachtgleiche !). 
2) Die folgende Luna XIV (der Ostervollmond) trat ein am 26. Tage 
des VII. Monats, einem Sonntage, p. 283. D. 
3) Demnach das Osterfest dieses Jahres an dem folgenden Sonntage. 
dem 2. Tage des VIII. Monats, p. 283. E. 284. B. 
4) Das Osterfest in den drei folgenden Jahren an folgenden Tagen, 
p. 284. B. C.: 
im Jahre +1 am 17. Tage des VII. Monats 
- - - t-2am 9 - - VI. - - 
- - - t+-3 am ?I. - - VI. - -. 
Es sind Monate des macedonisch- asiatischen Sonnenjahres (s. ec. 7. 
p. 275. B. 276. C.), von denen im gemeinen Jahre der siebente mit dem 
25. März, der achte mit dem 25. April anfıng. Dies giebt, wenn wir einst- 
weilen bei dem gemeinen Jahre stehen bleiben, folgende Uebertragung jener 
Angaben in den julianischen Kalender : 
im Jahre £ die Ostergrenze am 19. April; das Osterfest am 26. April; 











sodann im Jahre t+1 {+2 {+3 
das Osterfest am 10. Apr. 2. Apr. 22. Apr. 


Hiernach umfafst der Zeitraum von dem einen Osterfest bis zum folgenden 


zwischen vun Apr. des Jahres 2 349 Tage = 50 Wochen — 1 Tag, 
i 10. Apr. des Jahres +1 en 
zwischen | 2. Apr. des Jahres 22) 357 Tage = 51 Wochen, 


zwischen 122. Apr. des Jahres + 3) 385 Tage = 55 Wochen. 

Da zwischen zwei Östersonntagen nur eine Anzahl voller Wochen liegen 
kann; so mufs, da zwischen dem 26. Apr. des Jahres ? und dem 10. Apr. 
des Jahres +1 ein Tag daran fehlt, innerhalb dieses Zeitraums ein Schalt- 
tag liegen. Das wäre, wenn wir es nur mit dem julianischen Kalender 
zu thun hätten, der 29. Februar des Jahres +1. Allein die Kleinasiaten 
schalteten am Ende ihres zwölften Monats, im julianischen September, ein: 








f, P- 283. C: 7 TEooagesuuudexeen wg rroog (es muls gelesen werden ıg0) dvo 
nwsgov Tg lompegiag Zusinter. Vergl. Ibid. D. 


' 
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es mufs also der September des Jahres # den Schalttag enthalten haben; — 
und zwar schalteten sie ein in demselben Jahre, wie der julianische Kalender, 
demgemäfs in einem solchen Jahre die kleinasiatischen Monate vom sieben- 
(en an um einen Tag früher im julian. Kalender anfingen !). Also ist das 
Jahr ? auch das julianische Schaltjahr, in welchem der siebente kleinasia- 


tische Monat am 24. März, der achte am 24. April anfing. Sonach ist die 
obige Uebertragung der Daten dahin zu berichtigen, dafs im Jahre 7 die 
Ostergrenze am 18; das Osterfest am 25. April einfällt. 


Diese Auskunft ist nothwendig, da für das Osterfest, wie für die 
Ostergrenze Jiese Tage der äufserste Termin sind und beide nicht später 
fallen können. Die Zeitbestimmung wird bestätigt durch die Angabe, dafs 
in jenem Jahre eine Luna XIV ungefähr zwei Tage vor der Frühlings- 
nachtgleiche eintraf, als deren Datum der 21. März galt. Denn rechnet 
man vom 18. April 30 Tage zurück, so kommt man auf den 19. März. 


Es fragt sich also erstens (und dies ist die eigentliche Frage, auf 
die es uns hier des Beispiels wegen ankommt), in welchen Jahren trifft 
Ostern auf den 25. April a. St.? 

Hier ist nach Formel (XXVD), $. 12, 1: 

— 35, mithin, da a>p—-30 sein soll, hat es nur den einzigen Werth 

— 6, 
also f=35—1—6=23S (wie unmittelbar aus der Angabe der Oster- 

grenze = April 15 hervorgeht); 














weiter di al I) - 7a 
ld CN = 
also für b zu setzen U, 1, 3, 4. 
Mithin 0 
ce= 6 
17 
23 
nd = 5322 + (7) = 5322 4 (E72). 





ı) S. Usser De Maced. et Asian. anno solari Diss. c.V. hinter 8. Annal. vet. 


et nov. Testam. Genev. 1722. f. p. 104. col.2. Noris Annus et epoch. Syromaced. 
Diss. I. c.2. Opp. T. II. p. 24. B. 
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Substituirt man hier noch für c jeden seiner vier Werthe; so kommt 
140 
482 
45 
387 
Mat hat also die Jahre 45, 140, 387, 482 und die Summen, wenn man zu 
ihnen 1.532, 2.532, 3.532 etc. addirt, als Jahre in denen Ostern auf den 
25. April trifft. Das sind folgende bis zum Jahre 2000: 
45, 140, 387, 482; 577, 672, 919, 1014; 1109, 1204, 1451, 1546; 
1641, 1736, 1983. 


Zweitens haben wir die Bestimmung, dafs das gesuchte Jahr ein 
Schaltjahr ist. Von den vier erstgenannten Jahren ist aber nur das Jahr 140 
ein solches; die drei übrigen fallen also weg. Und es ist das Jahr der 
Abfassung jener Predigt enthalten in der Gleichung 


t = 5322 + 140, 
wodurch schon innerhalb der 532jährigen Osterperiode das Jahr feststeht. 


Nun ist drittens auch für die folgenden drei Jahre das Datum des 
Osterfestes gegeben. Woraus sich indefs keine nähere Bestimmung für 
unsere Gleichung herleiten läfst; wohl aber eine Probe derselben, wenn 
wir das Osterfest der drei auf 140 n. Chr. folgenden Jahre suchen. Hierzu 
bediene ich mich der Kürze halber der unten $. 19, 1. zu gebenden For- 
mel mit ihrer Hülfstafel, nach welcher sich ergiebt: 


für das Jahr 141 a=8S k=1, also aus Taf. IV.Ostern am 10. April, 
. -..- 142 a=9I k=% - - - - - - - 2 April, 
-. .:.- 83 mW ke), - - - -..-.- 38. April, 


übereinstimmend mit den aus der in Rede stehenden Predigt abgeleiteten 
Angaben. Wenn aber in den drei auf das Jahr 140 folgenden Jahren 
Ostern auf diese Tage trifft, so trifft es auf dieselben auch in jeden drei 
Jahren, die auf alle in der Gleichung &= 5322 -+140 enthaltenen Jahre 
folgen. Und es bleibt für das gesuchte Jahr bei der Gleichung 


t = 140 +5322z = 140, 672, 1204, 1736 etc. 
Von diesen Jahren ist das erste zu früh, das dritte und die folgenden zu 


spät. Es bleibt also nur das Jahr 672, in welchem jene Predigt verfafst 
sein muls. 


t = 5322 + 


' 
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Das Jahr hat schon Usser bestimmt auf anderem Wege, wobei er 
die Jahre, in denen Ostern auf den 25. April trifft mittelst der güldenen 
Zahl (VIII) und des Sonntagsbuchstabens (EC) ausfindig macht, in der an- 
geführten Abhandlung De Maced. et Asian. anno sol. c. V. p.108. col. 2. 
704. und e. VI. 8.6. p.107. col.1. Ihm tritt Noris bei, Annus et epoch. 
Syromaced. Diss. I. c.2., wo er wiederholt von den chronologischen Cha- 
rakteren jener Predigt handelt p». 21. A. sg. 24. B—D. 26. B. C. 
Vergl. Ideler Hndb. d. Chron. Bd. I. S. 424. Doch hat Montfaucon 
in dem Monitum zu diesen Sermones p. 249. 274. versäumt, davon Kennt- 
nifs zu nehmen. — Hier ist das Beispiel vorzüglich der Methode wegen 
berechnet worden. 


Diese Zeitbestimmung hat noch ein anderes literarbistorisch- kritisches 
Interesse. Unter den Anhängen zu dem Chronicon paschale befindet sich 
ein Bruchstück eines Ungenannten De Christi nalivitatis et passionis annis 
(n. VII. p. 425; ed. Bonn. vol. II. p. 119. 120.), an dessen Schlufs jener 
Serm. VII. in Pascha als ein Werk des Chrysostomus seinem Inhalt nach 
und mit den Anfangsworten angeführt wird. Hieraus folgt, dafs dieses 
Bruchstück nach dem Jahre 672 verfafst ist. 


Iın gregorianischen Kalender. 


2. Wann trifft im gegenwärtigen Jahrhundert (von 1800 bis 1899) 
n. St. Ostern auf den 15. und wann auf den 19. April? 


Wir bedienen uns für diesen Fall der Gleichungen des $. 13. 


- 


Ostern Apr. 15 Ostern Apr. 19. 


Hier ıst Hier ist 
— ‘ z ” ,— 29: 
p= 25; p= 23; 
also hat also hat 


f die Werthe 18, 19, 20, 21,22, 23, 24|f die Werthe 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28 
- (7) =25,14,3,23,11,0,19|0' = SH) = 11,0,19,8,27,16,5 


r 





a = Q, 3, 11, 14 a=(, 5, 8 11, 16 
wur O, > Os 16 d’ == 2, a 10, 15, 16 
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ferner re ferner 
PR . Br 6.292 

z m ( 7 Aa 5 z = + —1 
c= 4 90,9,% : = 7,1%, 18 R 
I) 
12, 30, 63, 81| 0 30, 48| 2 
a ee 3 15, 48, 66] 5 var r 21, 391 5 
1-13, 6, 39, 57| 8i3lc—a)—= l—27, — 9, 6, 4110 
—36, —18, 15, 33/16 36, 18, — 3, 15[13 
—45, —?7, —12, 6/16 





2:18, .ı 3120 


12, Aa le > 
35, 15, 20, 10 16, 6, 21, 11 
Bu Ü_ um 
2%, 10, 15, 5 20, 10, 25, 48 
= 5.56 
\ 2 
2 ' 0 
| \ 16 
Pe: Be = 97 m rn 
2.19+ 2=40 
d. h. nur in den Jahren d. h. nur in den Jahren 
1827 und 1838. 1829, 1835 und 1840. 





Dieses Verfahren, sowohl in dieser Anwendung (auf das 19. Jahrh.), als 
im Allgemeinen, läfst sich bedeutend abkürzen, wenn man bestimmt, welche 
Werthe von c und a‘ zu einander gehörend einen Werth von A’ geben, 
der kleiner als 6 ist; demnach die übrigen im voraus ausschliefst. — Ich 
verweise deshalb auf die unten mitzutheilende (achte) Tafel. 


B. Formeln mit Hülfstafeln. 


15. Erste Aufgabe. Wenn der Monatstag eines Jahres nach 
Chr. Geb. gegeben ist, dessen Wochentag zu finden. 


Es sei it das Jahr nach Chr. Man nehme für den gegebenen Mo- 
natstag aus Taf. I. die unter m stehende Zahl; so ist die Zahl des ge- 


suchten Wochentages 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XXII. Hit. 2. 17 
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tm julian. Kalender 











vom 1. Jan.—29. Febr. vom 1. März—31. Dec. 
DE | \ 
(& a) tm) +(Z), + m 
A = 7 I } = 7. } 





im gregor. Kalender 








vom 1. Jan. —29. Febr. vom 1. März—31. Dec. 
DO |, 


wo der Rest 1, 2, 3 u.s. w. den Sonntag, Montag, Dienstag, u. s. w. an- 
zeigt, der Rest O aber den Sonnabend. 

Und für das gegenwärtige Jahrhundert, wenn % das Jahr 
desselben (mit Hinweglassung der ersten beiden Ziffern 18) bezeichnet : 
im julianischen Kalender 

vom 1. Jan. —29,. Febr. vom 1, März—31. Dec. 


u—1 d u 
= (+ r usa | ar nu Na | 


7 
im gregorianischen Kalender 




















vom 1. Jan.— 29. Febr. vom 1. März—31. Dec. 
(+ -) ee (+@ en 
h= 7 ; A == 3 . 





16. Beispiele. 
Shakespeare ist am 23. April 1564 geboren und an demselben 
Datum im Jahre 1616 gestorben. An welchem Wochentage. 


Hier ist für den 23. April aus Taf. I. m=6. Mithin, da beide 
Tage dem julianischen Kalender angehören : 


für das Jahr 1564 für das Jahr 1616 


wer ” 4) 4 hr A vun. ) Ri 
7 u 7 ‚ud 





h= 





— h) 
r 


ein Sonntag. Es ist der Sonntagjein Dienstag. Es ist der Dienstag 
Jubilate, da Ostern damals auf den|nach Jubilate, da Ostern a. St. da- 
2. April traf. mals auf den 31. März traf. 
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17. Zweite Aufgabe. Wenn Monatstag und Wochentag gege- 
ben sind, innerhalb eines bestimmten Jahrhunderts 
nach Chr. Geb. die Jahre zu finden, in welchen jene 
zusammentreffen. 

Es sei das (s+1)ste das in Rede stehende Jahrhundert, welches ge- 
rechnet wird vom ersten März des Jahres 100s bis zum letzten Febr. des 
Jahres 100(s+1), und A die Zahl des gegebenen Wochentages (für den 
Sonntag, =1 u.s.w. für den Sonnabend, = 7); so nehme man aus Taf. 1. 
für den gegebenen Monatstag das zugehörige rn und bilde: 











im julian. Kalender im gregor. Kalender 
$ 
(EIEZEI WER" eat. » 
7 - 7 ER 


und für das gegenwärtige Jahrhundert 


en ++) 








l 


nehme dann gleicherweise in beiden Kalendern, für ein Datum 


vom 1. Jan. bis 29. Febr. | vom 1. März bis 31. Dee. 
aus Taf. II. aus Taf. IM. 


für d die zugehörigen vier Zahlen, durch e bezeichnet; und addire jeden 
dieser Werthe von c zu jeder der Zahlen 23, 56, S4 (der letzten nur, 
1) wenn ce<{16; 2) wenn e=16 und der Monatstag vor dem ersten März, 
liegt). So sind sowohl jene aus Taf. II. oder III. entnommenen Zahlen, als 
auch die so gefundenen Summen, jede zu 100s addirt, die gesuchten Jahre. 











18. Beispiele. 


1. Wann trifft im gegenwärtigen Jahrhundert nach dem gregor. 
Kalender der Tag der heiligen drei Könige (Jan. 6) auf einen Sonntag? 
Hier ist A= 1, sodann aus Taf.I. n=1; also d = (SEE =(). 
Aus Taf. I. erhält man für d= 6, folgende Werthe für e: | 
J 11, 22, 28; 
und diese addirt zu 28: 33, 39, 50, 56 
zu 56: 61, 67, 78, 84 
zu 84: 89, 95. 
Dies sind die gesuchten Jahre von 1805 an bis 1895. 
17 * 
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2. Wann trifft im gegenwärtigen Jahrhundert nach dem gregor. 
Kalender das Weihnachtsfest (Dec. 25) auf einen Sonntag? 


Hier ist A= 1, sodann aus Taf. I. n=5; also d= (FF) =3. 


7 
Aus Taf. II. erhält man für d=3 folgende Werthe für e: 
3 5 14, 255 
und diese addirt zu 28: 31, 36, 42, 53 
zu 96: 99, 64, 70, 81 
zu 84: 87, 92, 98. 
Dies sind die gesuchten Jahre von 1803 bis 1898. 





19. Dritte Aufgabe. Berechnung des Osterfestes. 
1. Allgemein, öm julianischen Kalender. 
Es sei die Jahreszahl /, so bilde man: 
(2) Be (+, 
19/, 7 I 
und gehe mit diesen Werthen von a und A in Taf. IV. ein; so giebt diese 
unmittelbar das Datum des Österfestes. 


2. Im gregorianischen Kalender, für das 16te bis 19te Jahrhundert. 


Es sei «u das gegebene Jahr eines dieser Jahrhunderte (mit Hin- 
weglassung der beiden ersten Ziffern); so bilde man: 

















für 1583 bis 1599 für 1600 bis 1699 
u I 1 nd 
kan Zn | Ha)  & €- menge + ®) a & 
19 7, 7 r 19/7, 7 r 
und gehe mit diesen Werthen von @ und %k in Taf. V. ein; 
für 1700 bis 1799 für 1800 bis 1899 
d u u 
u y 2 l ie 
(EIN ig ( +6),+°) u (2) m. +2) ie & 
u A A 7 Zu 19/, 7 Bm 





und gehe mit diesen Werthen von a und Ak in Taf. VI. ein; 
so giebt jedesmal die Tafel unmittelbar das Datum des Osterfestes. 
Diese Tafeln sind mit Vorbedacht so eingerichtet, dafs für das sie- 
benzehnte und neunzehnte Jahrhundert n. St., wie für den julianischen 
Kalender überhaupt, der Zähler in der Gleichung für a nur ein Glied, in 
der Gleichung für k nur zwei Glieder enthält. 
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20. Beispiele. 
Im julianischen Kalender. 


1. Für das julianische Osterdatum sind schon oben ($. 14,1) einige 
Beispiele nach $. 19, 1. berechnet; nehmlich das Osterfest der Jahre 141, 


142, 143 n. Chr. 


2. Auf das Pfingstfest des Jahres 431 war das dritte ökumenische 
Concil nach Ephesus berufen. Auf welches Datum? 


Für das Datum des Osterfestes hat man, da d=431: 


114 (9) ) 
= (7) = 13 er) 


also aus Taf. IV. Ostern am 19. April. Demnach Pfingsten 49 Tage 
später, am 7. Juni. 

Beide Tage werden bemerkt von Petavius T’heol. doym. T. IV. 
Par. 1650. f. Lib. I. c. 8. $.1. p.39. Chr. Lupus Opp. T. II. Venet. 
1724. f. p.8. col.1. Garnier Marü Mercator. Opp. T. II. Par. 1673. f. 
Praef. p. XXIV. XXIII. Pagi Critic. a. 431. n. 11. 12. T. II. Colon. 
Allobr. 1705. f. p. 229. Sam. Basnage Annal. a. 431. n.6. T. III. 
Roterod. 1706. f. p. 343. Tillemont Memoires p. s. ü T’hist. eccles. 
T. XIV. Par. 1709. 4. p. 377. Walch Ekstorie der Ketzereien Th. V. 
Leipz. 1770. 8. S. 462. $. XXVII, I. Anm.1. Der sonst so genaue Mann 
hat sich aber Ebendas. $. XAXVI, III. Anm. 1. S. 459. versehen, indem 
er den 7. Mai als den Pfingstag bezeichnet, an welchem das Concil er- 
öffnet werden sollte. 


Dafs Pfingsten in dem Jahre wirklich am 7. Juni gefeiert ist, läfst 
sich actenmälsig darthun, — jedoch nur auf einem Umwege, wodurch die 
einfache chronologisehe Frage Interesse erhält, das um so gröfser ist, da 
die auf jenes Fest bezogene Eröffnung des Concils vermöge des Zeitpunkts, 
in welchem sie erfolgte, von entscheidender Wichtigkeit für den weitern 
Verlauf der nestorianischen Streitigkeiten ist, die auf diesem Concil erle- 
digt werden sollten. 

Es hängt alles ab von dem Tage der Ankunft der entgegengesetzten 
Partheien, der ägyptischen unter Cyrillus, Bischof von Alexandrien und 
der morgenländischen unter Johannes, Bischof von Antiochien. 


= 635 





r 


Folgende chronologischen Data ergeben sich aus den Urkunden. 
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Unter dem 19. November 430 beriefen die Kaiser Theodosius II. 
und Valentinian Ill. ein allgemeines Coneil nach Ephesus, sich zu ver- 
sammeln nach dem nächsten Osterfest, am heiligen Pfingsttage. Dieses Aus- 
schreiben an die Metropoliten ist erhalien in den Acten des Concils. Mansi 
Coneil. nov. et ampl. Collect. T. IV. (p. 1129. C) p. 1113. C. lat. Ibid. 
T.V. p. 532. B. 

Nestorius, Bischof von Constantinopel, der es am nächsten hatte, 
iraf gleich nach dem Osterfeste in Ephesus ein, wo er schon viele Bischöfe 
versammelt fand. Socrat. Hist. eccles. Lib. VII. c. 34. ed. Reading. 
p. 383. vergl. Evagr. Hist. eccles. Lib. I. c. 3. p. 252. Liberat. 
Breviar. c. 5. Mansi T. IX. p. 665. C. 

Cyrillus, Bischof von Alexandrien, kam noch vor Pfingsten in 


Ephesus an, wie er selbst sagt ep. ad quosdam de clero Constant. Mansi 
T. IV. p. 1229. C. vergl. Evagr. Hist. eccles. Lib. I. c. 3. p. 253. 


Juvenalis, Bischof von Jerusalem, der zur ägyptischen Parthei 
hielt, traf erst den 5. Tag nach Pfingsten ein. Socrat. H. e. Lid. VII. 
c. 34. p. 383. 

Nestorius äufserte sich im Privatgespräch mit Bischöfen der ägypti- 
schen Parthei: „ein Kind von zwei oder dreiMonaten nenne er nicht Gott”, 
drei Tage vor dem Coneil. Conc. Ephes. relat. ad imperat. Mansi T.IV. 
p. 1240. B. Auf diesen Vorgang, indem man ihn mit Unrecht für öffent- 
lich nahm, bezieht sich die Angabe späterer Griechen, das ephesinische 
Concil (das erst am 22. Juni eröffnet wurde) sei am 20. Juni zusammen- 
getreten. Theophan. Chronograph. p.77. C. ed. Bonn. Vol. I.p.138.sg. 
Nicephor. Hist. eceles. Lib. XIV. c. 34. T.II. p.512. D. 513. B. 

Als Cyrillus beschlossen hatte die Versammlung zu eröffnen und 
den Nestorius zur Theilnahme aufforderte, am Tage vor der wirklichen 
Eröffnung, Conc. Ephes. relat. ad imperat. Mansi T. IV. p. 1237. B.; 
an demselben übergaben 68 Bischöfe eine Protestation gegen die Eröffnung 
der Kirchenversammlung vor Ankunft des Johannes und einiger abendländi- 
schen Bischöfe. Synodie. c. 7. Mansi T. V. p. 765. A. 

Unter den Protestirenden sind auch Alexander Bischof von Apa- 
mea und Alexander Bischof von Hierapolis: ihre Unterschriften a. a. O. 
p- 766. A. C. Sie waren von Johannes vorausgesandt, in dessen Auftrag 
sie, nach dem Vorgeben des Cyrillus, diesem anheimgegeben haben sollen, 
ohne länger auf ihn zu warlen, zur Sache zu schreiten. Weun aber zu- 
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gleich ausgesagt wird, sie seien 76 Tage nach dem festgesetzten Zeitpunkt 
angekommen, Conc. Ephes. ep. ad Caelestin. Mansi T. IV. p. 1332. B. 
Cyrill. Apologet. ad T’heodos. Ibid. T. V. p. 241. A.'), das ist, wie 
gleich bezeugt werden wird, am Tage der Eröffuung des Coneils durch 
Cyrillus (22. Juni); so steht dies mit ihrer Unterschrift vom vorigen Tage 
in Widerspruch: — so dafs in der Angabe des Cyrillus ein Fehler sein 
mufs. Das ist auch die Meinung von Tillemont Mem. T. XIV. p. 764,, 
den Walch Hist. der Ketzer. Th.V. S. 476. f. mifsverstanden zu haben 
scheint. Dadurch tritt in chronologischer Hinsicht der Vorwurf einer simu- 
lirten Beschönigung, den Walch gegen Cyrillus erhebt, aufser Kraft. 

Nichtsdestoweniger eröffnete Cyrillus die Versammlung vor Ankunft 
der morgenländischen Bischöfe. Das Datum dieses entscheidenden Tages 
ist auf dreifache Weise angegeben: in dem Protokoll selbst X. Kal. Julias’), 
s. Conc. Ephes. Act. I. Mansi T. IV. p. 1124. 4°) lat. T. V. 
p. 529. C., ebenso in der Protestation des kaiserlichen Commissarius Can- 
didian von demselben Tage Synodic. c. 9. Ibid. p. 772. A.; sodann der 
22. Juni nach dem römischen Kalender, in dem Synodalschreiben an die 
Kaiser, Mansi T.IV. p. 1237. B.°); endlich der 28. Payni nach dem 
alexandrinischen Kalender, in den Briefen des Cyrillus ep. ad guosd. de 
clero Constantin. p. 1229. D.°) ep. ad clerum populumque Alexandr. 
p. 1241. D. — Von dieser Versammlung ward Nestorius entsetzt an dem- 
selben Tage: das Datum, der 22. Juni, in dem Synodalschreiben an Nesto- 
rius, „den neuen Judas” 9.1228. A. Den 28. Juni als Datum dieser Ver- 
handlungen nennt Socrat. H. e. Lib. VII. c. 34. p. 384. 

Zugleich erfahren wir, dafs dies 16 Tage nach Pfingsten, dem fest- 
gesetzten Eröflnuungstage gewesen ist: zuerst aus dem Protokoll dieser 
Versammlung durch die Aussage des Memnon, Bischofs von Kphesus, 





2) Conc. Ephes. ep.: us9’ nuigav Eunaıdexarnv nooldspanov Tıves Tuv oVv 
avro ENIOKONTWY, unrgonokitau dvo. Cyrill. Apolog.: &uuyg yag eni denaenv duaye- 
vonevys Yuioas, Nu0ov Tıveg oil Twy 0Vv avrw, Twr AA)wvy ol NEOVYoPTES, unToo- 
stoAitaı dt oVrTor. 

?) Der Anfang des Protokolls ist in die Acten der ephesinischen Räubersynode 
(449) und von da in die Acten des chalcedonischen Concils (451) übergegangen, aber 
mit abweichendem Datum. Gone. Chalced. Act. I. Mansi T. VI. p. 872. A.: ı7; no0 
Evdene aulavdav Avyovorwy, Yrıs Lori nor Alyvnriovg 'Enupl #7 : beides der 22. Juli 
statt des Juni. 

3, 2) soo dena nulavduv Tovliav. °) &v ı7 yueg« umvos "Iovviov devreon xal 
elxoory xara "Pwgwiovs. °) 17 nara Akstavdgels oydon nal einadı vov Ilavpl unvos. 
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Mansi T. IV. p.1129. D.°) lat. T. V. p.533. A.; dieselbe Aussage mit- 
getheilt von Evagrius H. e. Lib. I. c. 4. p.254. (wiewohl er selbst Iböd. 
p. 253. 15 Tage zählt). Eben so heifst es in dem Synodalschreiben an 
die Kaiser, Mans: T.IV. p. 1237. A. (zweimal)" ) und einem spätern, 
p. 1461. A. lat. T.V. p. 651. D. 652. D. und in dem Synodalschreiben 
an den röm. Bischof Cälestinus, T. 12V. p. 1332. A."°). Desgleichen in 
Cyrilli ep. ad. quosd. de eler. Constant. p. 1229. C. 

Ibas, späterhin Bischof von Edessa kam post duos dies damna- 
tionis Nestorii zu Ephesus an, wie er selbst sagt ep. ad Marin in Conc. 
Chalced. Act. X. Mans: T. VII. p. 243. C. auch in Facund. Hermian. 
Pro def. trium capit. Lib. VII. c.2. Galland, Bibl. Patr. T.XT. ».734. 
col. 1. D. Wenn man aus einer Stelle eben des F'acundus?) den Schlufs 
gemacht hat, Ibas sei gar nicht zu Ephesus gewesen; so zeugt der Zu- 
sammenhang derselben (s. auch a. a. O. col. 1. D. col. 2. A.) vielmehr 
für das Gegentheil, vergl. Garnier Marü Mercat. Opp. T. Il. p. 353. sg, 
Lupus Opp. T. VII. p. 30. col. 2. sg. Wenn aber, wie aus dem Zu- 
sammenhang im Briefe des Ibas hervorzugehben scheint, Ibas gleichzeitig 
mit dem Bischof Johannes angekommen ist; so mufs wohl die Zweizahl der 
Tage ein Gedächtnifsfehler (nicht eine Lüge, die Garnier ihm Schuld giebt) 
sein, da die spätere Ankunft des Johannes keinem Zweifel unterworfen ist. 


Johannes, Bischof von Antiochien, an der Spitze der morgenländi- 
schen Bischöfe, der durch verschiedene Umstände zurückgehalten war, hatte 
nach einer ununterbrochenen Reise von 30 Tagen seine nahe Ankunft dem 
Cyrillus, die Verzögerung entschuldigend, angekündigt: damals hatte er 
noch 5 oder 6 Tagereisen vor sich, wie aus dem Briefe selbst erhellt bei 
Mansi T. IV. p. 1121. B. Dieses Briefes, den Johannes positus in sexta 
mansione geschrieben habe, gedenkt Liberatus Breviar. c. 5. Mansi 
T. IX. p. 665. E. — Zwei Tage vor der Versammlung schrieb Cyrillus an 
Johannes, die ganze Synode warte auf seine Ankunft, Episcop.orient, ep. 





‘) ano Tg worouevyg ngoFeoniag nagmNHoV yuzgar denaet. ®) mera dR de- 
wueh, 4 uegas ano TNS ayiag TEVTNKOOTNE agıduovmevas OVVEengoTyoayuesv nv 
uRg0GBW. "} unsgedeneda To ovvedgıov AETE TV 0010 FEIOEY 7WEOUV UNS ayiag nevrn- 
KO0TNS &p okaıg denn nal EE juspaıc. 

?) Facund. /. ec. Lib. VII. ce. 3. p. 735. col. 1. A.: Ibas autem non interfuit 
E»hesino concilio, in quo Nestorius est damnatus: d. h. er war nicht bei jener ersten 
Versammlung der ägyptischen Parthei, wie er ja selbst sagt, dafs er zwei Tage spä- 
ter gekommen. 


























4 Piper, zur Kirchenrechnung. 137 


ad imperat. Mans: T. IV. p. 1272. C.; — worauf dem Cyrillus kund 
wurde, dafs die morgenländischen Bischöfe noch 3 Stationen entfernt wären, 
Episcop. orient. ep. ad reginas p. 1277. E. 

Endlich traf Johannes, nachdem er von Antiochien bis Ephesus zu 
Laande 40 Tagereisen zurückgelegt hatte (Episcop. orient.ep. ad. ömperat. 
Mansi T. IV. ». 1272. E.), in Ephesus ein: 21 Tage nach dem festge- 
setzten Termin, laut des Synodalschreibens an die Kaiser vom 1. Juli, 
p. 1424. B.'); wogegen in einem spätern Synodalschreiben an die Kaiser, 
p. 1461. A.’) von 22. Tagen Verspätung die Rede ist. Er hielt stehenden 
Fufses (Conc. Ephes. ep. ad Caelestin. p.1333. B.) eine Versammlung der 
morgenländischen Bischöfe, in der Cyrillus und Memnon entsetzt wurden. — 
Dies war 5 Tage nach der von Cyrill gehaltenen Versammlung, wie zu 
Anfang jener zweiten Versammlung Candidian aussagt, in den Act. concilia- 
buli Ephes. p. 1260. D.’), der selbst in der ersten Versammlung unter 
Cyrillus vergebens darauf gedrungen hatte, man möge nur noch 4 Tage 
auf die Ankunft der morgenländischen Bischöfe warten, s. seine Confestatio 
in dem Synodic. c. 9. Mansi T. V. p. 771. B. Fünf Tage nach Knt- 
setzung des Nestorius sagt auch Evagrius H. e. Lib. I. c. 5. p. 254. 
Dagegen läfst das Synodiec. c. 11. p. 773. A. den Johannes post tri- 
duum ankommen, und hat zum Eingang des Protokolls der von demselben 
gehaltenen Versammlung, p. 773. B. das Datum VI. Kal. Jul., den 26. Juni. 
Auch Theophanes Chronogr. p. 78. A. ed. Bonn. Vol. I. p. 139. und 
Nicephorus Hist. eccles. Lib. XIV. c. 35. T. II. p. 514. sprechen von 
3 Tagen*). Post biduum heifst es bei Liberatus Breviar. c.6. Mansi 
T. IX. p. 666. A. — Aufserdem erhalten wir noch eine Bestimmung 
des Wochentages oder vielmehr eine Grenze für denselben. Am Sonn- 
abend Nachmittags (sabbatho meridie, dum jam advesperasceret ) war schon 
die Absetzung über den Cyrillus und Memnon ausgesprochen und überall 
angeschlagen; demgemäfs Johannes, da er erfahren hatte, diese von ihm 





1) anv dyiav aveßahlero 0VVvodov Zi sinooı u} iav Yusoav yera vv dedouei- 
vnV ngodsowav. 
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Lat. Ibid. T. V. 9.654. A. nach der ed. vet. Dagegen abweichend p. 652. D. nach 
der ed. Basil.: post ‚vicesimum diem praestituti termini. 
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entsetzten Bischöfe wollten am folgenden Sonntage feierlichen Gottesdienst 
halten, den Candidian schriftlich aufforderte, sie davon abzuhalten, s. das 
Protokull über das Resultat dieser Verhandlungen in dem Synodic. c. 12. 
Mansı T. V. p. 774. A. D. 775. A. Es ist kaum zu bezweifeln, dafs 
dies der nächste Sonnabend nach der Absetzung des Nestorius gewesen 
ist: erstens, weil die ägyptische Parthei am Sonntage nach Eröffnung ihrer 
Synode das Abendmahl wird feiern gewollt haben; zweitens, weil von 
der morgenländischen Parthei, die um die Zeit dieses Sonnabends mufs 
angekommen sein und den Cyrillus sogleich entsetzt hatte, diese Absetzung 
eben erst und nicht schon seit einer Woche ausgesprochen war, wie wohl 
deutlich aus dem angeführten Protokoll hervorgeht. 


Um nun hieraus das chronologische Resultat zu ziehen, so ersieht man: 


1) Cyrillus hat das Concil eröffnet am X. Kal. Jul. = 28. 
Payni =22.Juni. Alle drei Angaben stimmen mit einander, da der erste 
Payni stets auf den 26. Mai trifft. — Wenn Socrates den 28. Juni nennt, 
so hat er höchst wahrscheinlich nur das römische mit dem ägyptischen 


Datum verwechselt, oder vielmehr beide Monate, Juni und Payni für iden- 
tisch genommen. 


Der Wochentag des 22. Junius im Jahre 431 n. Chr. ist nach $. 15, 1., 
da = 431 und aus Taf. I. m —=35: 


(ge (Bi 
ana + +?) 


2) Was die Epoche der Ankunft des Johannes und der von 
ihm gehaltenen Versammlung betrifft: da diese 21 Tage nach dem 7. Juni, 
dem festgesetzten Eröffnungsiage, — wie gleich erläutert werden soll — 
erfolgte, so kann sie nicht früher sein, als der 27. Juni (sind volle Tage 
gezählt, so ist es der 28. Juni); und da sie 5 Tage nach dem 22. Juni, 
dem Datum der Versammlung unter Cyrillus, erfolgte, so kann sie nicht 
später sein, als der 27. Juni (sind laufende Tage gezählt, so ist es der 
26. Juni): später auch deshalb nicht, weil der 27. Juni ein Sonnabend ist, 
und zwar der Sonnabend nach der Absetzung des Nestorius. Hieraus folgt, 
dafs Johannes Bischof von Antiochien am Sonnabend den 27. Juni 
Vormittags zu Ephesus angekommen ist, da er denn sogleich eine Ver- 
sammlung der morgenländischen Bischöfe gehalten und die Häupter der ägyp- 





— 2, ein Montag. 
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tischen Parthei abgesetzt hat: worauf die weitern Ereignisse des Soun- 
abends, wie vorhin erwähnt, vorgefallen sind. 

Ich verwerfe also einerseits die Angabe der 22 (statt 21) Tage 
von dem fesigeseizten Tage bis auf die Ankunft des Johannes in dem spä- 
tern Synodalschreiben, die nicht nur mit der frühern Angabe derselben Syn- 
ode, sondern auch mit der zu Protokoli genommenen Aussage Candidians 
in Widerspruch ist. Auf der andern Seite ist offenbar unrichtig die An- 
nahme einer Differenz von nur 2 oder 3 Tagen zwischen der ägyptischen 
Versammlung und der Ankunft des Johannes in Schriften des sechsten 
Jahrhunderts: ihre Quelle ist wahrscheinlich der erwähnte Ausspruch im 
Brief des Ibas; auch mag sie aufserdem auf einem falschen Schlufs beruhen 
aus der Nachricht, dafs Johannes noch drei Tagereisen von Ephesus ent- 
fernt gewesen, vergl. Synodic. c. 7. Ueberschrift. Mansi T. V. p. 765. A. 

Die Neuern sind über dieses Datum nicht einig, zum "Theil mit sich 
selbst in Widerspruch. Petavius hat in der Docir. temp. Lib. XIII. 
T. UI. Par. 1627. f. p. 780. den 27. Juni angenommen (wegen der 5 Tage), 
später in der T’%eolog. dogm. T. IV. Lib. I. c.8. $.4. p. 40., wo er näher 
auf die Sache eingeht, den 28. Juni (wegen der 22 Tage). Dagegen ent- 
scheidet sich Tillemont Mem. T. XIV. ». 768., der ausführlicher die 
Frage erörtert, für den 27. oder 26. Juni (auch mit Rücksicht auf die Vor- 
fälle des Sonnabends). Aus derselben Rücksicht bezeichnet Lupus Opp. 
T. VII. p. 43. col. 1. cf. p. 42. col. 1. Freitag den 26. Juni als den Tag 
der Ankunft des Johannes, bald darauf aber p. 65. c. 1. Sonnabend den 27. 
Juni. Für Freitag den 26. Juni spricht sich Sam. Basnage aus Annal. 
a. 431. c. 20. 21. T. III. p. 350. (gegen Baronius, der den 27. Juni 
annimmt). Sonnabend den 26. Juni sagt Garnier Mari Mercator. Opp, 
T. II. Praefat. p. XXVII., durch ein Versehen, er meint den 27sten, siehe 
p. LVII.; aber Salig De Eutychian. ante Eutych. Wolffenb. 1723. 4. 
p. 244. hat es ihm nachgesagt. Walch Hist. der Ketzer. Th.V. 8.491. 
erklärt den Tag der Ankunft des Johannes für sehr ungewils, es habe 
aber keinen Zweifel, dafs es entweder der 27. oder der 28. Juni sei. 
Sonnabend den 27. Juni hat Pagi Critic. a. 431. n.22. T. II. p. 231. sg. 
Dasselbe Datum für das ephesinische Concil unter Johannes ist angesetzt 
von Fabricius Bibl. Gr. ed. Harl. Vol. XII. p. 628. und in der Art 
de verifier les dates. ed. 3. 1783. f. T.I. P.2. p. 145. 
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3) Das Pfingstfest dieses Jahres ist gefeiert 16 Tage vor der Er- 
öffnung des Coneils durch Cyrillus, die am 22. Juni, einem Montag, erfolgte. 
Indem man also von da zwei Wochen und was darüber ist bis auf den 
Pfingstsonntag zurückrechnet, so kann das Datum desselben kein anderes 
sein, als Sonntag der 7. Juni: — von wo bis zum 22. Juni 15 volle 
Tage sind, wie Evagrius hat (vgl. Lupus Opp. T. II. p. 8. col. 2.); 
während alle übrigen Aussagen, die von 16 Tagen sprechen, laufende Tage 
(vergl. Pagi ÜOritie. a. 431. n. 12. T. II. p. 229.) zählen. 

Dieses nun gilt zunächst nur von der Feier des Pfingstfestes nach 
alexandrinischer Rechnung, in der griechischen Kirche. 

Stimmte in der lateinischen Kirche das Datum damit überein ? 

Nach dem ältern 84jährigen Cyclus der Lateiner allerdings nicht, 
da ihm zufolge im Jahre 431 Ostern auf den 12. April (s. Ideler Handb. 
der Chronol. Bd. II. S. 251.), also Pfingsten auf den 31. Mai traf, — eine 
Woche früher, als nach alexandrinischer Rechnung. Wohl aber nach der 
wahrscheinlich durch Prosper Aquitanus vorgenommenen Verbesserung je- 
nes Cyclus (s. Ideler a. a. O. S. 271.), die wahrscheinlich damals in 
Kraft bestand. Und gerade die Ereignisse dieses Jahres (431) dienen 
dazu, die letztere Wahrscheinlichkeit zu bestätigen. 

Was die Theilnahme des Abendlaudes an dem allgemeinen Concil 
zu Ephesus betrift, so war in der nordafricanischen Kirche na- 
mentlich Augustinus, Bischof von Hipporegius, vom Kaiser dazu einge- 
laden. Der aber war schon verstorben, als das Schreiben ankam. So 
nahm denn Capreolus, Bischof von Carthago, die Berufung an; aber die po- 
litiischen Verhältnisse unter den Vandalen hinderten den Zusammentritt einer 
Synode, welche Abgeordnete zum Coneil wählen sollte. Capreolus sandte 
also nur seinen Diaconus Besulas mit einem Schreiben an das ephesinische 
Concil, in welchem erwähnt wird, das kaiserliche Rescript sei erst in die- 
bus Paschae angekommen. Capreol.ep. ad concil. Ephes. hei Mansi T. IV. 
p. 1210. A. 

Von Seiten der römischen Kirche aber erschienen auf dem Con- 
cil als Abgeordnete des Bischofs Cälestinus die Bischöfe Arcadius und Pro- 
jectus mit dem Presbyter Philippus. Das Commonitorium des Cälestinus 
für dieselben ist unter dem 8. Mai 431 ausgefertigt, bei Mans: T. IV. 
p. 556. ©. Aufserdem sind noch andere Schreiben des römischen Bischofs 
in Sachen des ephesinischen Concils vorhanden: an den Cyrillus vom 7. Mai, 

















4. Piper, zur Kirchenrechnung. 141 


p. 1292. D., an das Concil selbst vom 8. Mai, p. 71287. B. und an den 
Kaiser Theodosius vom 15. Mai, p. 1291. D. Jene Abgeordneten kamen zu 
Ephesus an und traten sogleich in die Versammlung der ägyptischen Par- 
thei ein, am 10. Juli (VI. Id. Jul., nach den Aegyptern am 16. Epiphi), 
laut des Protokolls Conc. Ephes. Act. II. Mansi T. IV. p». 1280. D. 

In allen diesen Actenstücken und Verhandlungen aber ist keine 
Spur ersichtlich, dafs das Osterfest, demnach auch das Pfingstfest dieses 
Jahres im Abendlande zu anderer Zeit, als im Morgenlande gefeiert wor- 
den: eine Differenz, die doch wohl zur Sprache kommen mufste, wenn der 
Kaiser das Concil auf das Pfingstfest dieses Jahres berief. Ein Grund an- 
zunehmen, dafs sie nicht vorhanden war. 

Da nun das nächst vorhergehende Osterfest, welches nach der An- 
orduung des Cyclus durch Prosper ein anderes Datum erhalten hätte, 
10 Jahre früher ist, im Jahre 421 (in welchem nach dem ältern 84jährigen 
Uyclus der 3. April, übereinstimmend mit den Alexandrinern; nach Prosper 
der 10. April der Ostertag ist), Prosper aber kaum früher als 430 seinen 
Cyclus herausgegeben hat, vgl. (van der Hagen) Observat. in Prosperi 
Agquit. Chronic. Amstel. 1733. 4. p. 216: aeltas etiamProsperi hoc permit- 
tt, ul circa annum Christi 430 cyclum suum jam ediderit. cf. p. 180.; — 
so wird wahrscheinlich, dafs im Jahre 431 zuerst die durch Prosper ge- 
gebene Anordnung des 8S4jährigen Cyclus, in der Abweichung von dem 
hisherigen Osterkanon, die sie herbeiführte, in Kraft getreten ist. 


Im julianischen und gregorianischen Kalender. 


3. Es wird das Osterfest des nächsten Jahres 1842 im alten und 
neuen Stil gesucht. 


Hier ist 











im julian. Kalender im gregor. Kalender 
da = 182, dad v=2, 
1842 42 
a= (79), = 18 =), 
1842 / 42\ y 
18424+[ — 42 + 
in =) Ba | =; 
Also aus Taf. IV. das julian. Oster-| Also aus Taf. VI. das gregor. Oster- 
fest am 19. April. fest am 27. März. 
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21. Vierie Aufgabe. Wenn das Datum des Osterfestes gegeben 
ist, dieJahre zu finden, inwelchen es auf jenes Datum trifft. 

1. Nach der oben $.12, 1. gegebenen allgemeinen Formel (XXVD) 
für den julianischen Kalender läfst sich leicht eine Tafel entwerfen mit 
den Argumenten « und c; wodurch man unmittelbar bis zum Jahre 532 
durch die aus dem Osterdatum berechneten Werthe von @ und c das ent- 
sprechende Jahr findet. Da schon Lambert Berl. Astr. Jahrb. für 1778. 
Th. II. S. 220. vgl. S. 222. eine solche Tafel gegeben hat, so wieder- 
hole ich sie hier nicht. 

2. Hiernächst werde die Aufgabe so bestimmt, dafs innerhalb 
eines gegebenen Jahrhunderts die Jahre für das Osterdatum ge- 
sucht werden. 

Die Tafeln VII. und VIII. dienen zur Auflösung derselben: für den 
julianischen Kalender allgemein; für den gregorianischen vom 16ten bis 
zum 22sten Jahrhundert. 

Es sei das (s+1)ste das gegebene Jahrhundert; so dafs von 100s 
bis 100s+99 die Jahre gesucht werden. So gehe man mit dem gegebe- 
nen Osterdatum, und für den julianischen Kalender unter dessen Ueber- 
schrift, für den gregorianischen Kalender mit dem Werthe von s in 
Taf. VI. ein, die unmittelbar nicht mehr als eine (in den letzten sechs 
Tagen gar keine) Zahl giebt, welche a heifsen soll. Aufser der man aber 
noch die in den sechs vorhergehenden horizontalen Reihen derselben ver- 
ticalen Reihe stehenden Zahlen ebenfalls als Werthe von « ansetzt. Man 
nimmt sodann aus derselben Tafel den dem gegebenen Osterdatum entspre- 
chenden Werth von m; und bildet nun: 


für jeden Werth von a, Rue ze 














19 
und 
im julian. Kalender im gregor. Kalender 
25 — “4 m 
stm N _ 4 LE 
( 7 =” | 7 FR 


wodurch man einen Werth von 7, aber so viele « erhält, als « Werthe 
hat. Mit z und jeaem Werth von & geht man in Taf. VIH. ein, welche 
unmittelbar in dem gegebenen (s-+-1)sten Jahrhundert das gesuchte Jahr 
giebt: für jedes dieser Paare « und z ein Jahr, in vier Fällen zwei Jahre; 
oder anzeigt, dafs ein solches in dem Fall nicht vorkommt. 
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22. Beispiele. 


In welchen Jahren seit der Kalenderreformation (1582) bis zum 
Jahre 1999 nach dem gregorianischen Kalender trifft Ostern auf sein frühe- 
stes (März 22), und in welchen Jahren auf sein spätestes (April25) Datum? 


1. Ostern am 22. März. 


Für dieses Datum ist aus Taf. VII. m =4, und hat in derselben 
Tafel «4 nur je einen Werth, mit Ausnahme des zwanzigsten Jahrhunderts 
(s—=19), in welcher Columne zum 22. März gar kein a vorkommt, ein 
Zuichen, dafs in diesem Jahrhundert Ostern auf jenen Tag nicht treffen 
kann. Für die übrigen Jahrhunderte hat man die Werthe von a: 
































für s = 15 | s = 16 
em? 
demnach 
3 |o-lihtl, = 
1 16 
BN r-9,+) ARENIN IiN rt, +2) u 
7 , 7 r 
für s = 17 | e == 18 
a = 13 
demnach 
ie ) NER BETON ee) ER 
17 a) 18 
ua la Bra Pi Pen a 





Mit diesen Werthen von « und z giebt Taf VIII. das Jahr 


3 
nf = u= 61 | u 18. 
u 5 | u 93 





Mitkin trifft seit 1582 bis 1999 Ostern auf sein frühestes Datum nur in den 
Jahren 1598, 1693, 1761, 1818. 


2. Ostern am 25. April. 


Für dieses Datum ist aus Taf. VI. m =5. Auch hier hat « nur 
je einen Werth, (den man in der sechsten horizontalen Columne vor der 
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Columne des 25. April findet), und zwar: 


frs=15) | s=16 
a = 13 
daraus folgt 


s=17 | s=18 
a =) 


aw—=16 z=4e=9 r=)e=15 7=08 10 7 —2 





u= 54 u= 66 








u= 34 u= 86 





a) nr —=4 
u= 433. 





Das erste Jahr 1554 liegt noch jenseits der Kalenderreformation, nach 
deren Grundsätzen aber Ostern in diesem Jahre allerdings auf den 25. April 
(nach dem alten Stil traf es auf den 25. März) gefallen sein würde. — 
Sonach trifft seit 1582 bis 1999 Ostern auf sein spätestes Datum nur in 
den Jahren 1666, 1734, 1886, 1943. 


nn un u me a a 
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Tafel IV. 
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Tafel VI. Tafel VII. 
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Verbesserungen. 


S.104 Z.8 v. u. ist zu lesen: Datum des Österfestes und Pfingstfestes im Jahre 431 und Be- 
stimmung der Tage, an welchen das Ill. ökumenische Concil zu Ephesus eröffnet 
wurde — Datum des julian. und gregor. Osterfestes im Jahre 1842. d. 20. 

Ss. — Z.2 v. u. Wann trifft von 1582 bis 1999 das gregorianische Osterfest auf sein frühe- 
stes, wann auf sein spätestes Datum? $. 22. 
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d. 


Ueber die Zerlegung gebrochener algebraischer ratio- 


naler Funetionen ın Partialbrüche. 
(Von Herrn Prof. Oettinger zu Freiburg i. Br.) 


(Fortsetzung des Aufsatzes No. 2. im vorigen Hefte.) 





V. 


Un die Werthe der Coefficienten, welche den Partialbrüchen zugehören, 
die durch Zerlegung der Binomien entstehen, zu finden, gehen wir von 
folgendem einfachen Falle 

















fx 
(sc — b)P ac” 
aus. Es sei zu dem Ende 
aan x — E, E, E, 
(a — b)P x” Pumagi (x — b)P + (ac — b)P—1 + (ac ui b)P—2 .... 
E,-ı A, A, An-ı 
.o.o Page u re a = ae a oo... zer 


Durch Vervielfachen mit dem Nenner der Facultät erhalten wir 
fe = «"[E,+ E(<—b) + E,(@—b)’ + .... E,_,(c—b)P] 
+ (c—by[A,+Ac +Ar°+ .... A,,2"]. 
Wird nun 
sb = Yy 
geseizt, so ist e=y-+b. Führt man diesen Werth statt z ein, und be- 
merkt, dafs fe = D,+B,2--B,c+ .... B,r” ist, so hat man 
f(r+ )) = B,+B,y-+b) +B, yv+bD’+B;y ++... By +5) 
= (y+bV[E+Ey+Ey’+Ey’+..+ E,-ı es 
+y [A,+A(y+D)+ 4: (+ b)’ ee Y+ b)"]. 


Aus dieser Gleichung werden nun die Werthe für die E auf ähnliche Art 
gefunden, wie die der A gefunden wurden. Zu dem Ende werden die 
Binomien, welche in f(y-+D5) enthalten sind, entwickelt und nach den stei- 
genden Potenzen von y geordnet; ferner wird das auf der rechten Seite 
des Gleichheitszeichens angezeigte Vervielfachen ausgeführt werden müssen. 
Dadurch ergiebt sich folgende Zusammenstellung: 
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88. DB 
Bb +B,y 
BV’ +2B,by “ Y 


B,b’ + 3B,0y +13 En by? + By 


2.2: % 
BE +4BBy+35Bby’+ 3 Boby°+ B,y' 


B.b+ my 467 DR ++ 1 B.Wy‘ 
= W"E,+V"E,y +b"E,y’ +0"E,y°’ ge ... 
+7 v=Eıy+zZb'E,y +70 Y +... 
+ er TIEF +... 
+ a DTEY+ .... 
Werden nun die Vorzahlen, welche denselben Potenzen von y zugehören, 


gleichgesetzt und die der Verticalreihen auf der linken Seite des Gleich- 
heitszeichens der Kürze wegen durch 


x z z z a z ze u z zil-ı 
2,B.b, 2Z,7B.b, IB yon. ZerB.b" 


bezeichnet, so erhält man durch ganz einfache Entwicklung folgende 
Zusammenstellung, welche das Geseiz für die Werthbestimmung des E 
enthält: 





























„B.b: 
9 =, 
2, ZB. . 
u So 
E = “ N, 
5 
zu? 
2. 2,7 i Bzb ae n(n —1) 
2 b 1.2 b? 
zii \ 
zT A) 
E. = 3 EL ERRER. a 
ee b" b 1.2.52 BO 


n(n—1)... Aa 
ee" 2 
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Diese Bildungsweise ist zurücklaufend. Aus ihr läfst sich durch Einführung 


der frühern Werthe von E in die entsprechenden Gleichungen folgende Dar- 
stellung gewinnen: 








0. B= Ze 
zX 
FE 2,729 >, B.b: 
ne b” u y pa 
e „2 B, bi 
4 z2l—1 Pr ıT 1 
2. Us:% ma "nt 2) 


zii 


N is y | 
B, = Ali m Bor Be... | 


ag —s i 
JS BR. 
Die entwickelte Darstellung von (89) ist folgende: 
94. EB, — BetBd+BB+B,6°+.... 




















br 
EB — B,+2B,b-+-3B,b?’+ .... _nE 
b" b 
E— B,+3B,5+6B,b?+..... nE, n(an—Il)E 
En D" ur a = et 
E B,+4B,5b-+10B,b?-+...._ nE, _n(n—DE, _nrlan-A(n—2)E,, 
Melia b" b 1.2.b° DE.’ 


die aus (90.) ist 
92. =; B.+2B5+3B +... —(B+Böb+BB + ...,| 
E.= B,+3B,5+6B,# +... —(B.+2B,5+3B,0+....) 


+ a Be+B+B8+...)] 


> 





Ganz unmittelbar ergeben sich hieraus die Werthe von E,, E,, E;, :.. 
wenn die Function 


.. 


fx 





(x 4 b)P x” 
in Partialbrüche zerlegt werden soll. Zu dem Ende wird in den eben ge- 
fundenen Gleichungen — 5 statt 5 zu setzen sein. Es ist hieraus 
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98. E, — (—)" >>” ey B; b* 
= (—):-1 T B, b1 E 
POT EEE, n Lo 
E, cu ( ) br + b 
z’ı-ı 
2 TER, z—? 
RT a ee, 
ine b” b 1.2. 0b? 
Zen am k 
Bey m ni nm. 
PR b" b I3. te 
_nktE_ 
i (—)* 1 7 E 


94 E= u (=: (—)!B,b- +; »® S; (—):B. b‘) 





B= (JS, (ZT Bor + 2 EB, 


+ Ei) B.6) 





1 x 
(5 FT B.b*+ 2, AtBbt4.... 


qAt 
le +42)" SZ) B.b]. 


Soll die Function 
fx 
(b— x)P x" 
in Partialbrüche zerlegt und sollen die Werthe für &,, E,, E,, .... be- 
stimmt werden, so ergiebt sich auf ähnliche Weise, wie die zur Darstellung 
von (88.) befolgte, die hierzu nöthige Entwicklung, welche zu folgenden 
Gleichungen führt: 




















„B.b- 
95. ED = - ij 
SE Su pi-1 
as u. nE, 
ug Da b" ira 
:z(z—1) zu? 
EFT". u ne 
b” b 1.2.52 
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zZ’ 
E,=(—) 2° 1°: B hd __n(n—1) E, n(n—1)\(n—2)E, 
“ i2 u E55 
ind 5 2 5 . . © . . . eo . 
E RE. m PB: b° + WR En a 
lie b" b 1.2.0? a 
nk E 
. (I) BL Ce. "2 
% B=— [Bo —23B 2 
* b\ 1 zz? —1 Din, 4 PER 1 = x 
E.=(—) | mB.#" 22:8, 4200 siB.0] 
' 1 - gi RE 
E,=(-)}; 12 ne 7 — 1 35.05 B.b u 


IQ) 58%]. 


Wir wenden uns nun zur Bestimmung der Werthe von E,,E,,E; ...., 


welche durch Zerlegung der Function 
2A 
Fz— ar) (c— b)P x 


in Partialbrüche entstehen. Ist 





E 
F Bi 


f(x—a,) (c—b)P =” 2 (e—b)P 
so wird durch Vervielfachen 
fx = IE,+E (ce —-b)+E, (2 —b) .... +E_,(c—bP"] fe —a,) x” 

+ (2 —bP(yM)). 
Wird biern 2—b=y, also 2=y-+b gesetzt, so entsteht folgende Dar- 
stellung : 











er pi " En rt. ‚GE 


(2 — 


B,+B,(y+DW)+B, a DW’ + Bi(y+b’+ . 
= [E,+Ey+By+Ey'+..E,-yIfyr+b—a)(y +) +y’(vM.). 
Werden die angezeigten Oäridähen ausgeführt und die Vorzahlen, welche 
einer und derselben Poienz von y zugehören, gleichgesetzt, so ergiebt sich 


>. ‚Bb = HR Did Da 
SisB lt — EC +C +nCb)E, 


"mBb== ECW + (Cr tnCbyE, 


+ (08 +05 + 2EZ9C'9)E, 


(ba, b—4,, b—A;, wu ZZ a) 











5. Oettinger, über die Zerlegung algebraischer Brüche in Partialbrüche. 153 


Hieraus entwickeln sich nun mit Zuziehung des Satzes (39.) folgende Be- 








stimmungen: 

9. E = 5 -$;B. D’ 
E= = ARTEN ")E 
BR Gr | u n n(C! n(n—1l)\ z, 
a pr > Tar u‘ b’ — (©'+2) E,—(C u, —;) E, 


= 2 a °*_(C' +3) E— .... 
TTS 2.) E, 


( 1 1 41 1 
‘ a, ® b—a,’ DE ze we Eee er —) 
Durch Einführung der Werthe der frühern E in die gehörigen Gleichungen 
ergiebt sich eine unabhängige Bildungsweise, nemlich: 
Gr 


8 B= v ef ")3;B.0] 


| 
Da 





E, = IE — u! ve — (c" + .) er r Bv- 
+ (++ takt 3;B.0] 


u m B.6+— (C94 2) 2. B. . 


” n C'- —1 ( 1) CK? kı q ; 
. orlorzt en gl ES REN 


2 2 we aa 


u u ter ir 





S 








Ist die Function 
fx 
SE -+ ar)(a + b)P x” 
in Partialbrüche zu zerlegen, so werden die vorstehenden Gleichungen die 
gewünschten Dienste leisten, wenn in ihnen —Ö statt db und —a,. —a.. 
— A; .... statt a, . A; .... gesetzt wird. Hierdurch entsteht 


9 = ()*", " 3, B, b- 








RB = Jr Zi" 3Bo=+(0+?”)E, 
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4 3 zum? 21-1 Fr 
E, = (55) B.6=+(0'+2) E, 


(ern +) E, 


1.2: 





E, = re ml Er Si ya B . “ E... 
n(n—1) a 
— (++ 12. =) Bir+. 
} n CH- n(n — k=2 nkıl-1 
GE | 4 Sie nn ee. 2 une DER 


a te) En 
100. = + &[z; AS ee (+2) Si B.0] 


BE, = JH. [2 Ar, EI iB,r 
+ (+7 Hr) EN B. f 








\ m 





1.2 


E,; =— a ph efz; y- Pa B, ; re 


+ (HH) EB nn. 
A 5 WER =;B.b| 


‚2 » 1) 
( Zur 4 1 1 
b=a, b—a, b) b=a,’ mE mE: mr we we ” . ee )- 


b—.a, 
Soll die Function 











fx 
JS (ar — x) (b — x)P x 
in Partialbrüche zerlegt werden, so ergiebt sich durch eine ähnliche Ent- 
wicklung, wie die vorhergehenden: 





CD, B.b: 
101. EB, = Fed 





, = — 37B.0"—(C'—?)E, 
BE, = (2 SB.” —-(C'—-2)E, 


ah Tri in +) E, 








1.2.0: 
BK= (2° u N y- (01 a)m,, rt 
x ac“ n(n—1) C*2 nkı-ı 
er un Sour © ya, © Week ira) Eu 














Be 2.3.3: 
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102. EB, = [31 7B,0-"4(0°— 7) 3;B.%] 
E, = |; en B. no 2 B.0- 
+ (0? 22 © nit) =;B.0] 
ef ee. 





+(0* +" Er er ee, N Rt je 1) s;B.%] 
1 


Ar We ) 
—b’ a,—b? a,—b’ ..:0 0 08 08 000. er 5 


Fährt man auf die angegebene Weise fort, so ergiebt sich für die Zerlegung 
der Function 





fx 


Ja— an) (x — b)P (2 — c)I x” 
folgende Darstellung, wenn die oben zu (59.) angegebene Bezeichnung an- 
gewendet wird: 























‘ N CmZ,B, b* 
103. E, = or 
| er 2 I B.b—i 
| 1 n/a \ 1 1\!, 
E, = — sp —FO(G 5) E 
„Ul 
a > r B.b*”? 
> 2 % 1 N Y ) 1 l : y 
B, = — pop — FC ‚3)B-FC(G ——, z)E. 
e ii an . ° [ . } . * - * “ . ® 
| m b’- 
k Au 1 1 1 
au / Y - 
E; Bar ——FO(G 2 5) Ba 
wufp 1 1y 
.... — FC'(C, Et —) E, 
(8 us Be TH v 
we Ban ae pn 
oder 
ee ver Di NE 
104. E, = srlei 7B.b"— F'C'(C, —, ;) zB.b] 
z z21i-1 zu Mal / IV a z m 
E; nt mb: q2ı ar 8.0 - PO(c, — Bon =) 2, 1 B.b ’ 
IN? —: . 
+rC(c, 4,2) 50%) 


20% 
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B, = | Ein Br —FO(C, 4) 2 ZBb+... 
. FFC (0, 2 Ys,r] 








FEUER EDER N w 
b—a,’ b—a,’ b—a;, ee er 
So wie die Coefficienien der Partialbrüche, . durch Zerlegung 
ER | 1 
des Binomiums (x — 5)? entstehen, aus d, 6, q, n und u Bag 


erzeugt werden, so werden auch die Coefficienten der Partialbrüche, welche 
durch Zerlegung des Binomiums («= — ec)? entstehen, aus c, b, p und n ge- 


wonnen werden. Zeigen wir diese Coefficienten durch 4, H,, H;... 
au, so findet sich 








105.0, = si. WERNER En 
u — FC (0, — — 7 9 ee (GG — — 7 H, 
er 
ee IE = 
FR ee (C, — 8 s;B.c| 
(„A I. Te 90 pr € 
m me ee 


Geht man auf dem einmal betretenen Wege weiter fort, so ergieht 
sich leicht folgendes allgemeine Gesetz, wodurch die Werthe der Coefli- 
cienten, welche durch Zerlegung der Binomien der Function 

fx 
I —-a,)(e —b,Pı(@—b,)2 2... (0b, Pr a” 
entstehen, bestimmt werden: 








x zhı-1 
- 0"2, ur B» Zu 
107. "E, = m ) 7 p p pP n 
(bin on b ‚pr RE OR m—i (da— dm)" Fler (dm —b;) u bm 

















1 1 ’ 1 1 ) 
Y ee 
as F C (© no, ’ Du -b. Im— Dyn —1 u bm—bn+i desei bm—b; ’ bin E\-, 
Y 1 1 i 1 1 y“ 
c (€ ’ en b, ‚ bm bm—b, BR Dan ? Dn— Omi ET bin —b, ' bin E.-: 


= ea er A 


g“ =. Im  —— bm—mbnnı? Dim—bmtt? —  bm—b’ b 














ke Ba Ei Be 1 ) 
bin —a,’ bm—a,’ Im— az’ oe 0 8» D,=8, « 
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108. "DE, — n 


157 











th —k 
MM 4 Ionen (n— m mi bm—bmpı) MH... an ge a b", =: 44 Bb 
— PC (c = 1 1 





















































2 zi1l-1 
yes I ——._ EEG z—k 
. Dm m >), n—b, ’ mb ? bm—bun+ı? Kr en en Su-ı 1*- ri Bbn ” 
1 1 1 kl 
+FC(C,, Di zer EM 1 3): 2-1 as 
= N mb ? Da? ba? ae 
APC(C, EAN PER. 1 1 vr 
’ wu. , Im—b, BR dam ’ bm—bmyı? Pe a ba Lyis B bi 
1 1 1 
b ’ ’ ag re .. ar. N 
en, . bm —a, Im—a,’ I Din —a,/° 
Für die Function 
Ix 
an ScH+ar) p(a+b,)Psan 
ergiebt sich Bern 
zki-1 
(dm — bin Pr gr >, (—)—kZ 
109. my, Zn (Jr ) >, J Kr B; Bi 
k Pı = 
en un N f, (im—b ) .... (bi er b, y' dm 
1 1 1 1 1 
+Fc (ce, —ı_ ec Pe 
s u, 6 mb ? bm—bmt? — Dm—bs ’ br, kt 
— FC' . Be BA. SER 1 1 1 ) m 
R een ‚ Om—b, m Im — Im u Dn— bt? Da—b, 4 b,. Ei. 
u 1 1 ‘ 
(—)* ıFC' (ot Dig a nn nn BE „2 1 1 Pr x 
Dm—b, ’ ee . b m—dn+1? .. b N ‚ Din E; 
a Et 
110.”"E, = (—) . — [Ey 
(bin —b sy 1 ee yp" bi gr 
1 1 1 
F'C' (€, nn a rc — „Re? E. _. _. VEREIE 
” : N mm? dmg? Zu ' ni 2)’ Ir Bon 
rft (©, .... HER“. CAR Pa: SONO — z—ı+2 * ze a — 2 
mu ’ mb ’bm— Omi? .... 7 1) > (—)” 1r-277 B.b: k+2 


Ne. on: cn A 


u .... ST 


bn— Im-ı bm—bmtı? " a by EIN B. 5] 














u gr Ä 
bm—a, R bm—a,’ Im—a,’ CHOR: FO Dn— a, 
Hierin ist v— r+p: +P:... Pr Pntie Ps tn und 
(bm—b)Pm 
(öm—d ,JPı (dm—b,)": "... (böm—b, „Ps 
ad 1 

















(im—b, r DIR bm—bmı) mi (öm—bmyı)P mt (böm—b; f 
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Für die Function 
fx 
IH —z)(b,—a)Pı .... (kb a)Pıa* 





x zkı—1 RN 
(bin — bin )Pm Cr Ir rn B; bin 


(db, —b„)ı (b,—bn)"? „u... (b; —bn)" " bi 
‘ 1 1 1 1 y 
— FC (GC, ;— an en En 


BTL "FE, = ()R 




















Dm1—bn Dm+1— bin b— " 
1 2 
_ 76 (€, BREI Tasse NORA" Sehr VD 
b, a: “ a Dtm Im 2 bnt+i—bm” b;—bm P Din r 
. . » eo u . h) ® . . . u . . . . “ . 2) - [} > “ ‘ 
k 
Br (C PUHRDRREURE. SOETSOREEL. IRLHET REIS... 
Fnn Dim ’b, „—bn’ ba-i—bm? bm+— dm’ j bs—bm’ m 
zu 4 m Pm fr zii 
77 3, MER, SERNOERBIENEE. „To... Aue | 3: or B.65* 
(b, — bb)" (b, „—bm)" 3 „.0.. (bn— al I 1 | 
ven 1 1 1 1 Ai 
A® N) / % BEP ln mppgenaenden.. mern zi+1 
z ‘ (( ’b, a En bu bm— ? dar Im? 7; "b, SE —,)2 11T ie mB.6 


+FC (6, —; Pe en lei tz S;B. ) 


Dn1— Om bmt+i— Om” Abel" 


En N =) 


ar —bn 








Einfacher werden diese Darstellungen, wenn die Functionen f(e+a,) und 


f(a,— x) nicht in der zu zerlegenden Function vorkommen. Dann ent- 
steht z. B. folgende Function: 
| j® 
(c—b,ı (2 —b,)’2 2... (2 —b,)"s x" 
und es ergiebt sich aus (107. u. 108.) 








x zk-i 
im bm)? Ei Bi 
13. "EB, — 





(dm—b,)!(öm—bz)?2 2200 (bm—bs)°bm 
ee FÜ"! . "E,._, ae FÜ", . E,_. —— 2, "E,_. EUW En FC" "E,, 


A baba) ” en P 
14. "EB = em _ = | 2 mr Bb 
(bin ——D y 1 mb 2) .... (bm—b; y® bin 1 








FR 


a u 3 = -B. Rt 2 ae an _B, b: Ur Be (—)' S,B. b,, F'C*| 


e 4 1 1 1 ) 
et ar rt RER 
uU. 8. W. 
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Nun ist noch übrig, zu der allgemeinen Form der in 1. und 2. vor- 
gelegien Function aufzusteigen, um die Gleichungen für die Werthe der 
verschiedenen & und @ zu erhalten. Zu dem Ende gehen wir von der 
Zerlegung folgender Function aus: 

Is 
FSaetar)Fleg;—x)d—x)'x" 





Es sei 


AR = —_ + 
Fc+a,)f(c, — x)(d— x)! x” cn Data tet „tPpN, 





so wird 
fe = [+ @(d—— a) + eG (d— eV” + .... 
G.-, d— 2)" ]f@ +0, f(e,—2)2” + (d— 2) (PM). 
Wird hierin d— ze=y und e=d—y gesetzt, so geht diese Gleichung 
in folgende über: 
fia—y) = B,+ B(d—y) + B,(d—yY + Bd—yy+ .... 
= [+6 y+@y+@y+ .... 

++ Ey lfd+a,—y) flo —d+yXd—y)+y'(PM.) 
Werden nun f(d-Ha,—y), f(le,—d-+y), (d—y)" nach den Potenzen von y 
entwickelt und mit der eingeklammerten Reihe vervielfacht und die Vor- 
zahlen gleicher Potenzen von y gleichgesetzt, so ergiebt sich folgende Ver- 
gleichung: 

>,B.d CC! d’@, 


— 2; i B.d= = 0.00 + CT —- CA —nC,0ld") 6, 





Bd = COIR+ CF OT OU —nc/IV)G, 
+ (GE -CHETHETOEn0;cHT" 


ars 2; - Tr 





+nccla "+ UI C,C2a") 6, 
(d+ a, d-+4,, err d- a,), (—d, G—d, Pa e,—d) 
Die Entwicklung zieht Sileaade Werthe: 
C, Q} >> B: d* 
d” 
0,217 Bam! 


G=-— zi —(—0:+0:— 2) 6, 








115. G, — 





E 4 
i “2 
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z?ı- 


vr’ q zn? 
c. 02, - gar -B. d’ 


6, en (—)? as .. _ —— c Eu C, Ach =) G, 
a (€: —C,.C.+ 7 -0,+0,— + ch 6, 


u. s. w. Das allgemeine Gesetz stellt sich kürzer und deutlicher in Zei- 
chen durch folgende Gleichung dar: 











ee 2) 6 
— FC (—0,0.— 2) 0... — ei E50, 2%. 





Br. 4 ) ( 1 1 1 ) 
ra’ at FI ne 7 
Die unabhängige Bildungsweise, welche sich hieraus ergiekt, ist folgende: 


16. = (—) yafı au -Bd=+FC(—C!, CH, —-) S;B.d:| 


zz? 


v \2 
= (—)- 








(—C2,0:,— 2) 12B,0-: 
+F'C' = 0,0, —2) 6] 


= u mBdLFC (CC) N: | 


— 4k-ıı . 
. +FC(—C}, 0,—2) 6] | 


RR \\ m®% Gi EM 
d+a,’ d+a,’ i25) ae u err 


3). 


Soll die Function 











(x +-a,) (+ Pf, —x)d—z)'(g — 2)S.a" 


in Partialbrüche zerlegt werden, so sind die Coefficienten der Brüche, 
welche sich auf die Poienzen des Binomiums (d—x)' beziehen, in folgen- 
dem Gesetze enthalten 





k-1 
C” rd => B- dk 
m ru * n ‚ 1 1 1\! 
. dr mm \k u DE —U, — C URUEEDEDFENEREREER RD u ..® 
1 17 Ku (—) (d b)P(g d)° d* ( 3 d b’ | ’& d’ :) G;_, 


u 1 1 nk 
.— FO(— 0, — 49 0: 4 7) 6 
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ee 


VE Ä 
118. = (—) GFFE FT 








x: Tr -B. ie 


j 1 z zk-ıl-1 ” 
+FC (01, — 0, a) ge BA. 
1 1 1 z 
BE BT En. „0 een. PR... TE . ı x 
+ FO(—0, — 0:08 Dan 
Be Er IM ER AR nA Rn 
d+a,’ d+a,’ '''" dan?’ sd’ ,—d’ ''' er 


Die Coefficienten der Brüche, welche sich auf die Potenzen des Binomiums 
(9— x)‘ beziehen, sind in folgendem Gesetze enthalten: 


- „kl—1 
Cr B.g" 
a e qyKı x ” ’ 1 N 1 
(g+b)P (d— 8)! g" — FC (— G— ar a) an 
Al ‘ 1 1 K 
TEE 'C (—C,, 5 a re -) H,, 
CH ct 2 zkl-1 

a c z—k 

gt dr (d— _ 1 wır B:9 


1 . zk-1l-1 


+FC(—C}, —— Peer = Sı-ı Trair 5 


+ FO(0, 0,7) EB] 








119. IH, = (—)* 





10. L=)} 





m —-_ [mo 


m BR 0 ie. ( 1 1 1 ) 
sta,’ gta,’ AR 5-4 am/’ —g’ 3 —g’ ‘ Fu - j 
Werden diese Schlüsse weiter fortgesetzt, so ergiebt sich hieraus leicht 
das Bildungsgeseiz für die Coefficienten der Partialvrüche, welche durch 

Zerlegung der Function 
Er 2 
Fe tar)(c+ 5)". (Hbf le, — a), — a 2... (du a)“ x” 
entstehen. Es ist in Kdanaien Gleichungen hehe 
(dm— dm)" CC, 2; ‚ei B: dy* 
(db, Po... (dmpbs)Prld, —Am)'t een (du—dm) din 


1 C 1 1 1 
re ka — dmtb,’ ET .... 
5 
"* du—dm’ rn 























123. ”G, = (—)* 


— POHO, 


1 1 1 1 
/ nn) U u EP. — a er a .... son.» 
FÜ ( C,, dm-+b, r) ’ dmtbs ’ C,, d,—dm ’ An-1— Am u dn+ı—dm 


1 1 \* 
NT er u "G,. 
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( dm—d) m B= c’ 




















I A a Ener | uk 
. “ er (dntb,)t ser (dm +65)” (dh, —Am)'t errr (du—dm) dm IE ur vB. di 
‚ 1 1 1 1 1 
FE (6! TE 7 a m N a ei ws ... 
Ei . And, ! dmt+b; ’ Go dm_1— dm” dm+1— dm” a 
1 IN Zn 
a a er Fr 2-1 rl Um 
R 4 1 1 1 f s “ f} ar 
FC(—C! nn ee UT Be ee Ya "ozae C'! EUER. 2 a NE a En .... 
+ ee dnt+bs’ "’d,—dm’ An-ı— dm” dm+ı— dm” 
pe. 
.... du— dm’ dm 0) x m 





( Zu: . Er 58 it... ) ( 1 1 1 ) 
dmtb,’ dnt+b,’ Sue dntbs : dd a Cq — dm i 
Soll die Function 
fx —a,)g (2 —b, Ps fe, —x)p(d. — x)" “a” 
in Partialbrüche zerlegt werden, so sind die entsprechenden Gröfsen mit 


dem entgegengesetzten Zeichen in (123.) und (124.) einzuführen. 
FE) ie 
(dn—dm) er dk & >> RT B; ee 
123. "Gr, — (—)"- u? . 
(dm—b,) Ioooo (dn—b;)" , (d,—dn)"' se ud 
1 1 1 1 1 
—H#H 0 (— Bi Ei yo h 


en —b, u ia: dm—b;’ “ d, ih sr. dmı—dm” me u 


1 
LIT a u ea 'nG 
du—dm” =, . 
































‘ 1 l 1 1 1 
kauj F FC Ei C., Me ” ee ‚C., d,—dm? FEsE dm-1— dm : dm+1— dm ‚ 
1 INK, 
at er ah 7 09 
(d,-d,)®E cz [ z zıl-1 b 
ee 3i2 _B.d 
ER, e, (dm—b,)": . + (dm —b, y’ (d, — dm) or (ip udm ' er R 
l 1 1 1 1 
‚ ı .—— m —— 1 WET = .one 
+F C ( m da —b, EP Am—bs ’ Coq d —dm ' dm—ı— dm’ Am+ı—dm F 


zk- v1 


1 1 \1 0: er 
2) 3, re B. di; f 





du— Am 


a { 1 1 1 
 E R PEN „A RER. 
+r € A .c. Tr —ö, Fer In—b, r Ci; d ‚dm? Tas Umı— — dm’ dmtı dm? 


N), «] 











( 1 And, +; 1 ) ( 1 1 „ER 
“Rue a Er ve ee a ee ur 


m 
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Um nun auch das Bildungsgeseiz der E für die allgemeine Form 


der Function 1 zu gewinnen, gehen wir von dem besonderen Falle 


a 
x — a,) (x — bP flo, — x) 0" 





aus. Es sei 


fx ua E, E, E,-: 


FE WIRD TE Tazıyat («_p> ++. .7,HYM) 

so wird 

ft = [E,+E (c—b) +E,(c—b)’ + .... E,_,(2—bP"]f(e—a,) f(e,— x) x" 
+(@—bPyM)). 

Wird hierin 2—b=y, also e=b5b--y gesetzt, so erhält man 

B,+B, A Aa DYW’-+-B,y+b)’+ .... 
= [E,+Ey+E,y-+ ... E_y”]fo +b—a,) fl, —b—y)(y+b)" 
+ (WM). 

Werden nun f(y+b—a,), fie,—b—y), (y+5)" nach den steigenden 

Potenzen von y entwickelt, mit den Gliedern der eingeklammerten Reilıe 

vervielfacht, und die nöthigen Verwandlungen auf der linken Seite des 

Gleichheitszeichens ausgeführt, so ergiebt sich folgende Vergleichung: 

3,Bb = CC!’ E, 


en TB. = C.C!vE + co e,—C, Fr +nl,v)E, 





375, BO = OCWE+ (CO CW— Ci" +2C/CV)E, 
+0,” Chr— Aa eo D" C C g=2 br tn nC e—1 Me nc.c vn 
+ "957 CC) EB, 





“ . . . . . . - . “ . “ . . . . * [ ” . . « 


b—a, b—@, .... db—a,), (—b, a—b, 2... c,—b). 
Werden nun die nöthigen Entwicklungen gemacht, so entsteht in Rücksicht 
auf (39.) folgender Ausdruck: 


q 
7. B,= & zB.» 


a. 2 [2 





“8 b-1_ (U —C!+#)E, 
E, zu She gr 2 —B. = _(G— C len 


2 737 
2 yi1 Ce C: n( —1) 
— (G— 1. C: nn ta) 
21% 











EEE 
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u. s. w. Hieraus folgt allgemein, in den schon bekannten Zeichen: 























ei x x er g - 
E, = n - 2x Hr —B.b: — FÜ (C., > © 2), — FO (C,— E "JE. ER 
. —FC(0,— 0.,2)E 
#4 u.3 1 1 1 1 
tr rt De 
oder 
cc M sun 
128. E,= | 3/7 B.5-"—F'C'(C1,— 01,7) =; B.b] 
0. Cl go c' rn 
B,= [2 ,B.6=—FC (0), — 0), 2) 3: B,0- 
/ / 1 
+FC(0,—C!,,) SB.b] 
wir ia; 1\l_z zkll- 
E=- ee B.b —FO(C.,— C., u: - Bm... 
rt 
u FC (0, —0),2) 3;B.»] 
1 1 a 1 1 
b—a,’ b—a,’ """ b—a/’ o—b’ o,—b’ *''* e—b : 


Wendet man nun auf diese Ausdrücke die Bemerkungen an, welche schon 
früher in ähnlichen Fällen angewendet wurden, so führen sie zu folgen- 
dem allgemeinen Gesetze, durch welches die Werthe der E in dem allge- 
meinen Schema bei Zerlegung der Function 
fx 
Fr — ar) ga—b flo, —x) pldu— a)“ x" 
bestimmt werden. Es ist 





r q Pm 2x z—k 
Ca. Cm — dm)” Zi ur Bebh 
189. "u au 





(dm Bon b,): (Im—b,)': .. (bm —b, "°(d, — 57) (d,—bnm)” .... (du— bb)“ bN, 








1 1 1 1 
— FC (0, ih, u EEE ER bm—Imti? SL Ba Eu ge .... 
1 Pi 
.... 7 ae Da b) = E;_, 
N) 1 1 1 1 
/ — u 
(ot, mm Z de dt Dame? Ü,, d,—bm’ .... 
1 1, 


du—bn? bin ” 
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‘ m (dm—bm)"” Ca C2 —k 
— Ei .. r. —b,): re (bm—b,)”’(d,—Im) »: a un Go Ar -B. b° 


—F'C'(C. - . ee 


‚ Dm — Pure bm— Im” bun—dm+i” a. ug d du g 


zii _ EEE 
.... Io, = Ba B. b’ + 
bin 


GT 














JrC(ch, DR: m 1 Bu N 


C; BT — IT Et ’ bm+1—Dm+i? 


1 vi 1 Sp: | 
.... a ne anal ame 5 .... - or s bm Lund () ‚B. b° 


( 1 En ME. + 1 g* wz 
bn—a,” bn—a,’ f Dina,’ eo, — Ibm’ bmg — bt 
Hieraus ergehen sich nun leicht die Werthe der E, wenn die Function 
x nn. 
x +a,)p(c+ bs )Psfl;—) P(du— x)“ x" 
in Partialbrüche zerlegt werden soll. Es ist dann —b,, —b,, ou... —b,, 
— Al, —Gy a, Slalt Du, Day, 0. d, Gy, Ar, .. A, zu setzen. Wer- 
den diese Werthe eingeführt, so ist aus den Gleichungen (129.) und (130.) 


„ki—1 























(dm — b,) Pr Er in (Jr Bubn" 
181. E; .. NK, (bm—b, ie + (bm—b; yr °(d, +5)" . u v (dub) = 
1 1 1 1 


ut ve Ü L) u u .... 
bn—bs 9 en Haar. 





+F (Os due © „oo,. 


— Din r bm—bm+i 


"du a; ) E.-ı 


1 1 1 1 
k Al / A R \ = ARE. ABO 
. 7C(C.,, nl ee d Mom’ 
1 1 m 
A di Fön : Din er 
„Kl 


r- u E 
> qkı (—) B,; bi 





(bn— br 2 qQ? u | 
ia "a eemD (bm—b; ld, +Im)ı En (du-t+b)'% bin 


1 1 1 1 1 
7% / a a A ua Zn & 0 u 
+ Ü (Cu; Dub, PERr bm—bm-ı ’ b, pt bm—b; r C. u Re ü 


z—k ME 90 em 
re ; = TE ur us rar B. EM 


1 1 1 1 1 
Y / PEN er TE 
+#F C (O5 er ET ln? ED un bm—bs ’ en d Be su 


a) Er Be 





132. "FE, = (—)’ 








und 


ser dc 
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7 «! 1 1 1 l 1 
+F Ü (C.,; on .... u Dm—bm+i? ur le er 


1 


"15 2, Zn "BD.b: 


ne a). Kar 13.) 

ma,’ dm! —— bar d,ton’ dt tl 

Hierin istv=er+p,+P»+ ....p,+n. Aus den hier gefundenen Glei- 
chungen lassen sich nun leicht alle besondern Fälle ableiten, wenn auch 
ein anderer Zeichenwechsel dem Nenner der zu zerlegenden Function zum 
Grunde liegen sollte. Kommen nur Binomien im Nenner vor, so fallen die 
Zeichen, welche Verbindungen andeuten, weg. Wir heben auch hier einige 


besondere Fälle hervor, um die Brauchbarkeit der gefundenen Gleichungen 
zu zeigen. 





Besondere Fälle. 


Die schon unter IV. zusammengestellten Fälle legen wir auch hier 
zum Grunde, um die besonderen Formen einer Function, deren Nenner aus 
drei F'actoren besteht, erkennen zu lassen. Einfachere Fälle sind schon 
oben mitgetheill. Wir geben die entwickelte Darstellung. Die Werthe 
für die A sind schon oben mitgetheilt. Die Werthe der Coefficienten, die 
sich auf das Binomium (= +.a)” beziehen, sollen durch E, die der Coef- 
ficienten, welche sich auf (e—b)? und (d)— x)? beziehen, durch H und @ 
bezeichnet werden. 

Für die Form der Function 


133. I 


(ac — a)P (2 — b)1 x” 
ergiebt sich aus (103.) und (104), wenn a statt 5 und 5 statt c ge- 
setzt wird, 
u u B,+BıatB,e’+.... 
= Ze (a—b)1.a" 


5 Fer _ (2 +2)E, 





(a—b)T. a” a—b a 
6 B,+3B;a+6B,a’+... (4 *) 
E; rn (a— b)T a" ur# E, 








Bee + Te r +77. i u 


oder 














r 
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\ 


n B,+2B,a+3B,a?+.... _B,t+B,a+B,a’+.. elf +2) 
En a 





. (a bar (a — b)? a" 
E, = PatsBaetöB,at +... _ Bir2B,a+3B,a’+ ... 3 +2) 
’ et (a — b)T a” rer 
Bn+B,a+B,a?+....f g(ga+1) g.n a 
an 18 Die _ z— 
+ (a—b)l a" 1. Me Ha Tee +; 


u, BtBb+BB+.... 












































(b— a)P b" 
H= = ZZ (et „JH, 
H, — u a _+®)H, 
Di Bo r ner 2) )b 1a) N, 

oder 
N +3) 
a are 

+ a en ne Ge tat nn) 

Für die Form der Function 
184. payere 
ist aus (109.) und (110.) 
EB, = (rt 
= (me + +r2)E 


er „B2—3B,a+6B,a?— .... 
E; ro (—)'7 (a— b)T a" + (ch + =) E, 


g(g—1) _n.g  9,nln—1) 
— \1.2(a—b)? + ur 3, m) E. 











oder 


E = At per [3,.—2B,a+3B,«'.. se 


++) B,a+ B.a Fe ] 





2 











168 5. Oettinger, über die Zerlegung algebraischer Brüche in Partialbrüche. 





BE, = (er _ Kae # | 
++’ Ka), —B,a+3B,@ ....) 
(q-+1 n(n--1 ' 
Ha Fasatı x a) B— —Baa+B.a@ — |; 











-B ‚d+B; b? 
= (— pr kan a er 
—2B, ‚D+3B, Dee n 
H, = u . (b— a)P DW u ;) E, 
„ B,— -3B Pe b? RF n 
en an 20 up) E, 





p(p—1) n(n—1) 
A ” Ka ” a) E, 





oder 
H, = tocamlB: —2B,b+3B,b 

GEH B+ =.) 
N; un ur 2 (b nn [n.—3», b+6B, 0". 

+ aa b+3B,% ....) 





, untl) 2 
+6: 2(— usfope Bade 24 u) B—Böb+Bb | 


Für die Bas en F le 
Ä Sx 
Mann: (c+ a)P (2 — b)I x” 
ergiebt sich aus (133.), wenn —a statt a gesetzt wird, 


B,—B,a+B,— 
grn —_0o__ en 
E, = (— —)' (a | b) gar 





14m B)—2B,a-+3B,a? — a 
E, = (a) 2a (a-+b)I a” ER zt2)E 
1 N 2 —3B,a+6Ba? u Er q n F 
rule u m ©  (a+b)1 a” | er | 2) 


u AL 1) gn n (n —1)\ 
1.2(a+5)?  tarsatt.z 2.8° ; JE, 


oder 
BE, = (VW a ra[B—2B.a+3B,@ . 


" Hr: ")(B,— —B,a+B.«')| 
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e 1 
B, = ("a 3Ba+6Bia -.... 
rt +7) (B,—2B,a+3B,« ....) 





























g(g-+1) (n-+-1) 
+ trete z)(B, — B.a+B,®—....)], 

U BHBER 2. 
n- Ge ee, 

_ B,+2B,b-+3B,b?-+.... p n 
H, = (bLajp in —l4 JB, 

_ B,+3B,0+6B,b?-+.... p n 
Me, un (b-Fa)Pb" - mer > E\ 


pp—t n(n—1) 
1. ray +7 ; r ea, BE, 





1 | i 
H = rt 2Bb+3B, +... 
(rt 2)B,+Bb+B + ..)], 
D.= 44 ru LP. +3B, b+6B, +... 


(rt 
p(p+1) ze) ? 
Hat tert 2) B+Bö6+B%...)], 





+r)m, +2B,5+3B,b ....) 


Für die Form der Function 
GUOBERNE ‚ — 


(a— a)? (b— x)9x" 





ergiebt sich aus (111.) u. (112.), wenn die gehörigen Werthe eingeführt 

















werden: 
E B,+B,a+B, at... 

er (b-ala 

B,+?2B,a+3B,a?-+t.... 

U nd 2 n 
E, (b— a)? a" (u =)E,, 

„a __ BatSB,za+6B a’ +... __( T 3 n 
E,= (b— a)? a" ba. 8 E, 

aa) ei" FR eu 
erigf 2(b—a)? rar 1.2.02 ;)E0, 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hit. 2. 22 





EEE 
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E. amt? 2B,a+3B,a: 

= BER 
OT om, -[B,+3B, KR B° . 

ee te) 
a BED EBB 
RER. en a m ”) H,, 
n,— P: un nn —(,—2) H, 








6 ee n (n—l) 
1.2(a —b)? amt m )Hn, 








H, = en +28, »L3B, R. 
ee ERBEN +Bb+B% ...)|, 
H, = pr Ben b+6B,%. | 
+), +2B+3B%...)+....]. 
Für die Form der Function | 
137. I® 





(ea — a) (b— x)1x” 
ist aus (129.) u. (130.), (125.) u. (126.): 
a __ Bo trP,a+B;,a? ?+.. 





Er (b — a)! a” u 
B,+2B, a--3B, a+.. („4 i #) 
K,= - (b— a)! a” rate > Di. E,; 
a 3t3B, a+6B, at... („4 u 
cr. Den (b—a)!a” ei b—a — JE: 





ı(a—9) g.n n(n—1) 
1.2(b—a)? (b—a)a ! 1.2.2: En 


E= | lat 2m me... 
+ Da B,a+B.« ....)], 
-[B ‚+3B,a+6B,a. 
eig * ar PR ES PERPIERU +] 


er a" 


1 


(b—a) a" 





























6 — BetB+BB’+.... 
Ale 














(b—- a)P b” ’ 
..B+2B,6+3B,b2+ .... 
an ri a ia  c Takeliteien 2 a ,) 6 
‚ _ B,+3B,b+6B,b®+.. 
6; ‚20h (b— a)P b" a :)@ 


p( P— 1) pn n(n—1) 
1.2(b— a)? anır 1 a) 


SQ 





-[n. +2B,b+3B, +... 
(,+! Ea)en, +Bb+B,b. 


1 
= oe A" +3B,b-+6B,0 +... 


Ti — Ei b" 


— (Bir se un RE} 


Für die Form der Function 


Pf, 
198. SEP 


ergiebt sich aus (137.), oder aus (131.) u. (132), (123.) u. (124.): 
ER „B,—B,a+B,a?— .... 
E, EST ee) (b-+ a)? a” 418%; 


N „B,—2B,a?+3B,a?—.... q n 
a zu, Ren Bi fen + 2, E,, 






































PM —3B,a-+6bB,a? — .... q n 
E; ea (— MER (b+ a)! a” u. re 
EN u ee) 
tet rt a >) Bo, 
E, = (—) - £ ee z FM. 
= CET ®—.... 
tt +2)(B,—B,a+ Ba... 
1 p) 
Bm rer -|B: —3B,® +6B,® —.... 
rt ")\B—2B.a+3B,a@ —.....)+ .... 
Bit B,+Bı, ‚+B, b’.... 
0 (bar , 
FR B,+2b,b+3B,b?-+ .... p n 
u ru (b-+a)r br +62-+ 2) @, 


22% 
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6, — Bı+3B,6+6B.0°+. SPY A DON. )G, 





(b-+ a)P br 








p(p— tal 
u : re taten 1.2. 0 


RIESE ID © ‚+2 Bö43BE +... 
a >) B+Bö+BB+...)], 
i 


ns (a4 un +2Bb+3BEH+...)+ ... ]. 
Die vorstehenden Gleichungen sollen nun auf die oben WE 
Beispiele angewendet werden. Für die Form 


1-22 


(= — 2)? (2 —1)2? 
ist aus (133.), won a =, db=1,B,=1,B =, p=3, y=1,n=? 
geseizt wird: 
en 





M 
\ 


2 2 > 1 5 
E, = a=95G-it3 ri ae Ep 
E; =0+ + )-9—(0 scmte =4—-}.j=3, 
Ra 2.1 n 
H, nn: (1—2)3 a Tr — 
Hiernach ist, in Rücksicht auf die oben entwickelten RER für er u. 
1+2% 5 2 39 


(2 —2)? 1): . Ir true 5” — ta +05 





Die Function 





1+2x 
CF + Da 
zerfällt nach (134.) in folgende Partialbrüche: 
1—2.9 
m I+2 em j 
E, = (— ) am = bo 
\ 1 | 

E= 9" z m +6 mE 2): i=—ır3=1, 

\ 2 . - 
E, = +(— +2) 1— - (3 )t=2-14=H, 
HB, = (—)* 1: EBEN 


dd ar? 
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Hiernach ist 


an eye 7 ze ©: 
(EF2)’ (a +l)2? 7 La +2) (+2)? 162) art! Sur 168 


Eben so ist für die übrigen Functionen, welche in dem vorstehenden 
Schema enthalten sind: 








1+?x i 1 11 ! ; 3e 
FB (ea — Kara Pt Fire P Ba ar Ihe’ 
1-+ 2x ae A zung Bir 2 39 
a) Az)? 09 AR-— Fang ni En 16(2— x) +7 ev 5 +5 tr 
14 2x Di Bi. + > 5, ” 3 ‚ i 9 
x—2)> 1—x) wert 5 2)° 2? 1602) RS bi . Tee 
1+22_ e 1 I: 11 3 





(c+2)? 1—x)ac? — 4a+2)° br)? 144( (+2) + rm x) r = Abo 





Hieran knüpfen wir noch die Zerlegung folgender Function 
1 
(c+1) (1— x)? 03? 
welche Euler in seiner Analysis (Ister Thl. p. 51. Uebersetzung von 
Michelsen) nach seiner Methode behandelt hat. Sie ergiebt sich aus (86.) 
und (138.), wen B,=1,p=1,y=ı, n=3, a=1 wdb=1 gesetzt 
wird. Es ist 





1 








se un, 

A =0 —-1M-91-1, 

4, = 0 —1(-9.1— (0-7 + tete, 
E, = ( "dene =—b 

= CE TIIRE ra ki 


im 


| 


Hiernach ist 





1 ni 1 1 7 nr 
ie Tahtratruatetratz 


Das vorstehende Beispiel wurde deswegen hier aufgenommen, da- 
mit man sich von der Brauchbarkeit der hier milgetheilten Zerlegungs- 
methode überzeugen könne. Euler hat eine und eine halbe Seite Caleul 
nöthig, um die vorstehende Function in Partialbrüche zu zerlegen. Nach 
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unserer Metlıode sind nicht einmal sechs volle Zeilen erforderlich, und doch 
ist die Rechnung in aller Ausführlichkeit mitgetheilt. Zugleich bestätigt 
dieses Beispiel die Bemerkung, dafs = sein kann. 


v1. 


Die für die Werthe der E, @ und A gefundenen Gleichungen lassen 
sich auch durch Differenzialreehnung ableiten. Wie dies geschehe, soll 
an dem E gezeigt werden. Es sei, wie oben, 











x 22 E, E, E, 
ee: b,P PT er (X 2 b)P (x ne BP + (oc me b)P=2 + ee 
E,-ı A, A, An-ı 
u TEE a ; 


so entsteht hieraus 
139. fe = [EE+E (2 —b)+ E(c—b} + .... + E,_,(e—byP]e" 
+ (2 —IY[4, FtAr+ArT°+....+ 42] 
Wird hierin 2 =D gesetzt, so verschwindet der zweite Ausdruck auf der 
rechten Seite des Gleichheitzeichens ganz, nebst allen Gliedern des ersten 
bis auf eines und man hat 


E, z fe=b) ni B+Bb+Bb’+...+Bb 


b" b" 
Wird die Gleichung (139.) differenziirt und durch 2x dividirt, so entsteht 


‘f? = [E,+2E,(x-0) +3E,(@-D)...]2"+n2"" [E,+E, (0) +E,(@-)...] 
+ - K(e—b)P >, A,-ı a7 -J 


Wird auch hier = geseizt, so verschwinden alle Glieder auf der rech- 
ten Seite bis auf zwei und es ergiebt hieraus zur Bestimmung des Wer- 
thes von E;: 








ofl(z=b nE 
E,= er _ —° 
Wird die eben differenziirte Gleichung noch einmal differenziürt, durch dx 
dividirt und nach dem Differenziiren ze =D gesetzt, so lälst sich hieraus 
der Werth von E, bestimmen. Es findet sich 
u oO? fla=b) nE, n(n —1) a: ;; 





1.202)?" 71.2. W 
Wird obige Gleichung wieder differenzirt, durch dx dividirt, dann z=b 


gesetzt und diese Entwicklungsweise so fortgeführt, so ergeben sich fol- 
gende Ausdrücke: 
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(ab 
140. = FE), 
N) _ofe=b) n 
E, Er oOx.b: br —-—E, 
of(e=b) nE, n(n—1) 
ua Ger 1m Bi 
ı _ _ fle=b) nE, n(n—1) n(n—A)(n—2) m 
B,=; 1.2.3(: (day DB 7.2» Ei 1.2.3.»3 E,, 
B.= _—/e=b)__nrEo _rl—1) Ei 
"KT 4,2....klda)kbr BT ten ER 
ee 
gg Er "a Eu. 
Durch Substitution ergeben sich hieraus folgende Gleichungen: 
1 [ofle=b) nf(x=b) 
14. =. 3 — al, 
El fe=d_r aan en (x =b) 
’ a! 1.20%)? 1 0ox.b b? . 
4 [fe =b) n o1f(z=b) fa\"" S(x=b) 
BE, = ;;| u (örr 1 gt) Fr, Kam „iii | 
bemerkt man nun, dafs 
fx =b) == B,+Bb+DB,V’ u... 0.00.00 “u. o.00 B.b a > B.b‘. 
6) — , ns 
TEN BB pineenen, zB. 3; &B.0m. 
fe=d) _ I 
1.202) — B, +, Bb+ SB +... -—5;5-Bb”=2, a Mn 


u. S. w., so ergiebt sich hieraus die Identität zwischen den unter (89.) 


und (90.) und den hier gegebenen Gleichungen. 


Auf ganz gleiche Weise läfst sich die Function 


fx 
S(x — a,) (oe — b)P a” 





behandeln. Man findet 
fe=b) er r 


142. = 27 


of(z=b) C’ 
0x.b" ögpe 

0? f(x =b)C” 

1.2(00)® Dr 








E= E,(C'+2), 


MARIN ;)Eı 


n(n—1) 
1.2.52 


E= 








(+24 
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. I f(—b 
E, = > er Se —- (C'H2)E.—. ..oo 
ch 
(+2 -+..7 


nk 1 


om a) 








und 
h (2 —=b) Cr 
Te BE Lin ii 


Cr oflz=b) 


B= | (CH )re=B)], 


C’[o?fle=b) —( v df(x= =D) 
re ‚l 
E: dr L1.2(08)° C + 5) 0x 


+ (+ + )re=d], 


\ 








Men . k e=n_ (ci4 ”) u ACH ss. 


pr 1} kda Da 


rare. mn )fe@=b)] 


5 





(‚2 ee, 1 
b—a,’ b—a,’ b—a,’ .... Euer 

Vergleicht man diese Gleichungen mit (97.) und (98.), so erkennt man 
leicht ihre Identität mit denselben. Nun kann man die früher angegebene 
Methode oder die der Differenzialrechnung weiter verfolgen, und man wird 
immer zu denselben Resultaten gelangen, wie in V. Sollen die Gleichun- 
gen der 4 durch Differenzialrechnung entwickelt werden, so führt das eben 
angeführte Verfahren zum Ziele, wenn nach dem Differenziiren x = 0 
gesetzt wird. Uebrigens ist zu bemerken, dafs zur Entwicklung der hier 
gefundenen Resultate die unter I. mitgetheilten Hülfssätze aus den Combi- 
nationen nölhig sind, auch wenn die Differenzialrechnung als Mittel der 
Ableitung benutzt wird. 





Der Ueberblick über die vorliegende Abhandlung zeigt, wie die hier 
gefundenen Gleichungen unter einander zusammenhängen, und wie sie von 
einander abgeleitet werden können. Die Gleichungen (78 — 81.), welche 
zur Werthbestimmung der A dienen, sind allgemein. Aus ihnen lassen sich 
alle besonderen Fälle ableiten, welche in IV. zusammengestellt sind, wenn 
die Zeichen beachtet, und die Exponenten der auszustolsenden Binomien 


d 


—() gesetzt werden. 








-— 
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Noch allgemeiner sind die Gleichungen, welche in V. gefunden 
wurden; deun alle in IV. mitgetheilten Gleichungen lassen sich aus ihnen 
ableiten. Hiezu ist nur nöthig, noch ein weiteres Binomium in die allge- 
meine K'unetion (1.) einzuführen, wodurch sie in folgende übergeht: 

if; 
Se —a,) get)" Fl —x) pldu— a)" (ag) ar’ 

dann diese Function nach Maafsgabe der Gleichungen (129— 132.) zu 
entwickeln, 2a = 0 zu setzen, den erforderlichen Werth statt © in sämmt- 
liche Binomien einzuführen und ihn sofort in O und » in n übergehen zu 
lassen. Hiedurch entstehen die Gleichungen (78 — 81.) und aus ihnen alle 
in IV. angegebenen speciellen Fälle. Dieser Weg der Entwicklung ist viel- 
leicht etwas kürzer, aber beschwerlicher und mühevoller, als der befolgie, 
und dürfte wohl auch den Ueberblick erschweren. Wir haben es daher 
vorgezogen, den leichtern und einfachern Entwicklungsgang zu wählen, 
und zu zeigen, wie die vorgelegte Methode die Werthe der verschiedenen 
Coefficienten auf getrenntem Wege finden lehrt. 

Was endlich die Aufsuchung der hier mitgetheilten Resultate durch 
Differenzial- Rechnung betrifft, die in VI. enthalten ist, so ergiebt sich bei dem 
ersten Blicke, dafs die unter IV. und V. angegebenen Resultate ebenfalls 
leicht und sicher hiedurch gefunden werden können. Wir haben jedoch 
geglaukt, die hier mitgetheilten Gleichungen auf elementarem Wege suchen 
zu dürfen, weil eine Methode, welche ihre Sätze auf elementarem Wege 
entwickelt, derjenigen, welche in ihren Entwicklungen Zuflucht zum höhern 
Calcul nimmt, wohl vorzuziehen sein möchte; besonders wenn sie, wie 
hier, sehr leicht und einfach ihren Zweck erreicht und schnell zu allge- 
meinen Resultaten führt. 

Das wnter (82 —87., 133 — 138.) vorgelegte Schema giebt einen 
nicht uninteressanten Ueberblick über die Eigenthümlichkeit der mitgetheil- 
ten Gebilde, über das Gesetz, welches ihnen zum Grunde liegt, und über 
den Zusammenhang, welcher unter ihnen herrscht, 
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6. 


Ueber dıe Bestimmung des Grades einer dureh Elı- 


mination hervorgehenden Gleichung. 
(Von Herm Dr. Ferd,. Minding zu Berlin. ) 





Ks sind zwar verschiedene Metlıoden bekannt, um aus zwei algebraischen 
Gleichungen, zwischen zwei Unbekannten, eine neue, nur noch eine Un- 
bekannte enthaltende Gleichung herzuleiten; häufig aber wünscht man nur 
den Grad dieser Endgleichung zu wissen, nicht sie selbst aufzustellen, und 
wenn ich nicht irre, so ist eine Regel, welche diesen Grad mit der einem 
so elementaren Gegenslande angemessenen Leichtigkeit finden lehrte, bis 
jetzt nicht gegeben worden. Man weils zwar, wenn die Gleichungen be- 
ziehungsweise von den Graden % und % sind, d. h. wenn die höchste 
Summe der Exponenten eines Gliedes in der einen A, in der anderen % be- 
trägt, dafs alsdann der gesuchte Grad dem Producte A% höchstens gleich- 
kommen kann; hiermit ist aber nur eine Grenze gegeben, von welcher der 
wirkliche Grad oft sehr abweicht. Um diesen zu finden, ist vor allem nö- 
thig, die wahre Form der Eindgleichung festzustellen. Man habe folgende 
Gleichungen : 
1. fay)= Ay”+Ay”"+A4,3”” +... +4.1y+4A. = 0, 
2. Day) = By"+Bıy"+By” +... +B-y+tB.=0, 
in welchen die Buchstaben A und B mit angehängten Zeigern beliebige 
sanze Polynome in x bedeuten. Löset man die Gleichung (2.) nach y auf, 
bezeichnet ihre Wurzeln mit Yı, Ya> »-- + Y„, und bildet das Product 
.. Pu fa,y)JIaY) +. MY): 
so ist B”.P eine ganze Function von x, und wenn man setzt 
u. D-P a ya, 
so ist 5. vwe=m0 
die verlangte Eindgleichung. 
Um zu zeigen, dafs B7.P eine ganze Function ist, bemerke man 
zuerst, dafs P eine rationale Function von x ist, welche, weun die darin 
vorkommenden symmetrischen Functionen von Yı, Ya> »+++ Y„n Vvermittelst 
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der Gleichung (2.) in x ausgedrückt werden, nur eine Potenz von B, zum 
Nenner erhalten kann. Bezeichnet man irgend eine jener symmetrischen 
F'unctionen durch 

wo die nachfolgenden durch Puncte angedeuteten Glieder aus dem ersten 
durch Verwechselung von Yı, Ya, +». y„ entstehen, so kann keiner der 
Exponenten »,, 2025 »... mM, gröfser sein als m. Man setze nun: 


m m m m 
Bey ce ie 





1 
Sn ET m—ınz m—ım,, + I 
ı . a .. ..» Yn 
r: ) mn Br 
mithin S m (Yı, Ya +... 5 S, = (—1) zum Sı- 
U 


Das Zeichen $, bedeutet eine ganze symmetrische Function der umge- 
kehrten Wurzeln von (2.), mithin ist der Werth von 8, ein rationaler 
Bruch, der nur eine Potenz von B, zum Nenner haben kann; setzt man 


” 


zZ \ ’ 
daher S, = 7, WO Z ein ganzes Polynom in x oder genauer eine ganze 
n 


Function der Polynome B,, B,, .... DB, und X eine positive ganze Zalıl 
ist, so kommt 
ri 
ni 
Da nun S offenbar nur eine Potenz von B, zum Nenner haben kann, so 
mufs 2% in dem vorstehenden Zähler aufgehen, mithin ist B) S und folg- 
lich auch BA P= /x eine ganze Function, 
Bezeichnet man die Wurzeln der Gleichung (1.) nach y aufgelöst, 
durch 9.5 N25 +++ + Ym, setzt 
0 = dla, n).dla, m) »... Ol 9) 
und bemerkt dafs 
Pa, 9) = B,n—Yyı) M—Y:) .... (NH—Ynl u Sf, 
so wird: 
0 = B,(n—yı) ‘en. NM—Yn)xX B,m—yı) (—Yn) Xxoe 
.... X B(tm—Y) Nm) 





und weil 
Alyı N) (Yı—) .... (Yı Nm) — fl, Yı)s u. 8, f. . 


so folgt: 
6. 4,0 = (—1N”BIP. 


Hieraus ergiebt sich, dafs Yx=0 die verlangte Endgleichung ist. 
Nämlich für jeden der Aufgabe zusagenden Werth von x wird nothwen- 
23% 
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dig P=0 (eben so auch O=0), also Yr=0. Sollte ferner diese 
Gleichung einen überflüssigen Factor enthalten, so wäre für einen solchen 
Vx=0, zugleich aber weder P=0 noch QO=0; alsdann müfsten, we- 
gen (4.) und (6.), A, und B, zugleich verschwinden, was im Allgemeinen 
nicht möglich ist. Haben in einem besonderen Falle A, und B, einen 
Factor gemein, so ist allemal auch das Polynom Yx durch diesen Factor 
theilbar, weil es immer, wie leicht zu sehen, von folgender Form ist: 
vVe=AÜU+B,V, in welcher U und V ganze Polynome sind; da man 
jedoch einen solchen Fall stets durch eine unendlich kleine Aenderung der 
Coeflicienten beseitigen kann, und zwar ohne den Grad eines derselben 
zu ändern, so folgt, dafs die Gleichung Lx=0 in keinem Falle eine der 
Aufgabe fremde Wurzel darbietet. 

Der Grad des Polynoms Lx ergiebt sich nun auf folgende Weise. 
Man hat 

ve a BB, fa yJ SPY) fa Yo) 
Entwickelt man die Wurzeln y,, Ya, «+». Y„ der Gleichung (2.) nach fal- 
lenden Potenzen von x, und setzt die erhaltenen Reihen anstatt jener in 
vorstehenden Ausdruck, so werden alle gebrochnen und negativen Poten- 
zen von x sich gegenseitig aufheben und das Polynom Yx wird unver- 
ändert, wie vorhin, hervorgehen. Da nur der Grad von Yx verlangt wird, 
so setze man statt jener Reihe nur ihre ersten Glieder, die für y,, Ya, «+++ Yn 
beziehungsweise sein mögen: 2", 6,2", .... c,x"r. Das Verfahren, durch 
welches die Reihen und namentlich die höchsten Exponenten A, , Ar, »... A, 
oder die Grade der Wurzeln gefunden werden, ist hinlänglich bekannt; 
man vergleiche z. B. Lacroixz Traite 8. 223 der ersten Ausgabe, wo 
die Entwickelung nach steigenden Potenzen gezeigt wird. Man bestimme 
hierauf den höchsten Exponenten von x in jeder der Functionen f(x, c,2":), 
f(x, 6%"), 2... oder die Grade der Functionen f(z,y.), f(&Y2)> ----, 
welche mit A, Ay, ».... A, bezeichnet werden mögen. Diese können ganz 
oder gebrochen, aber nie negativ sein, weil A, wenigstens vom Grade 
Null ist. Wird endlich noch der Grad von D, mit 5 bezeichnet, so ist 
I. mb + k, ti, + il; ....+%, 

notwendig eine ganze Zahl, welche den höchsten Exponenten von Yx 
oder den gesuchten Grad der Eudgleichung angiebt. In besonderen Fällen 
kann man noch die Werthe von ©, €, »... €, berücksichtigen, um zu 
sehen, ob der Coeflicient des höchsten Gliedes in einem der Facioren 
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f(% Yı); +... von dx und mithin in dx selbst vielleicht gerade Null 
wird, und in einem solchen Falle wird man genöthigt sein, auch die fol- 
genden Glieder der Reihen für y,, Ya, ---. Y, theilweise in Rechnung zu 
bringen; es wird jedoch nicht erforderlich sein diese Andeutung hier weiter 
auszuführen; vielmehr ist klar, dafs im Allgemeinen der obige Werth (7.) 
den wirklichen Grad des Polynoms Yx darstellt. 

Es seien z. B. folgende zwei Gleichungen gegeben, in welchen das 
Zeichen (x“) ein Polynom in x vom Grade u anzeigt: 

[oy)= Are rer +(e@) = 

Pay) = TRENNEN R ) = 
Diese Gleichungen sind vom 6ten und vom 13ten Pa 3 also ist “ Grai 
der Endgleichung nicht höher als 6.13= 78. Um ihn genau zu finden, be- 
rechne man die Grade der Wurzeln y von ®(x,y) = 0; man findet sofort 
h=h=4, ,=h,=h,=—3. Hieraus folgen die Grade von f(x, y.) :---; 
nänlich = Rh, =%, ,=kh,=k,=5; ferner ist B, = («°), also D=S, 
und m —=4, also der Grad der Endgleichung nd + Ak, + k, +7, +, + k, 
—= 4.S+11+15 = 5°. 

Wenn man die gegebenen Gleichungen, anstatt nach y, nach x 
ordnet, um nach obiger Regel den Grad der Endgleichung in y zu suchen, 
so findet man nicht immer denselben Werth für diesen wie für den vori- 
gen Grad. Zur Erklärung dieses Umstandes mufs man bemerken, dafs die 
Endgleichung in x nur die endlichen Werthe von x ergiebt, welche bei- 
den vorgelegten Gleichungen zu genügen geeignet sind. Steist also die 
Endgleichung in 7 auf einen höheren Grad als die in x, so gehören noth- 
wendig einige Wurzeln der Gleichung in y zu unendlichen Werthen von x. 
Es ist auch allemal leicht, diese Werthe durch eine unendlich kleine Aen- 
derung der Coefficienten in einer der vorliegenden Gleichungen zum Vor- 
schein zu bringen, und die Ungleichheit der Grade der Eudgleichungen zu 
tilgen. Es seien nämlich die Gleichungen (1.) und (2.) nach x geordnet, 


folgende: 
a" tu: et... Hho,= 0, 


Gun +Ax&"+...+B,=0, 


f(x y) 
Dex, Yy) 


WO Aus Aıy very Ron or«- ß, ganze Polynome in y sind. Wenn nun we- 
der A, mit B,, noch «, mit ß, einen Factor gemein hat, so können weder 
unendliche Werthe von y für endliche von x, noch unendliche von x für 
endliche von y Statt finden; folglich kann alsdann zwischen den Graden 
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DZ 


der Enndgleichungen in x und in y kein Untersehied sein. Man braucht 
also, wenn gemeinsame Factoren zwischen A, und B, oder «, und ß, vor- 
handen sind, nur einen Coefficienten in A, und einen in a, zu ändern, um 
für die Endgleichungen in x und y gleiche Grade zu erhalten. Setzt man 
nachher diese Aenderungen gleich Null, so kann man die Coefficienten der 
höchsten Glieder der Endgleichungen prüfen, um zu entscheiden, wie viele 
Werthe von x und wie viele von y' unendlich werden, und wie viele end- 
liche Lösungen der vorgelegten Gleichungen schliefslich vorhanden sind. 
Diese Ausführung der Rechnung ist jedoch unnöthig, wenn man die vor- 
getragene Regel gehörig anwendet. Man habe z.B. folgende Gleichungen : 
[(&y) = (a+ba)y'+(cc+tes)Y’ Hg y+h+krle = 0, 
Yay) = Prey t+yHle)ytrt+tur = 0, 
oder nach z geordnet: 
fay) = (+gy)O + kt) +eycthtey tay = 0, 
%a,y) = Pyretnerioye+ityy=0. 
Hier it A, =a-+br, B=Pßr, w=!+gy, oh =Py’; folglich haben, 
wenn weder 4=0, noch ?=0, A, und B,, so wie «a, und ß, keinen ge- 
meinsamen F'actor, daher die Grade der Endgleichungen in x und y über- 
einstimmend gefunden werden =?26. Setzt man aber zugleich = O0 und 
!==0, und bereehnet alsdann die Grade der Eindgleichungen, so findet man 
25 für die Gleichung in x, und 24 für die in y. Durch das Verschwin- 
den von « und Z! werden also zwei Wurzeln der vorigen Endgleichung 
in y und eine der vorigen Endgleichung in x unendlich; zugleich aber 
wird auch die neue Endgleichung in x dureh x’, den gemeinsamen Factor 
von A, und B,, so wie die neue Endgleichung in y durch y, den gemein- 
samen Factor von «, und £,, theilbar. Von den 26 endlichen Lösungen, 
welche den anfänglichen Gleichungen zukamen, bleiben also 23 im Allge- 
meinen noch endlich, wenn @ und ? verschwinden ; die drei übrigen hin- 
gegen sind: 2, =0, Yy=x; 2,=0, Ys=%; &=%, Ys=0. 
Man sicht, wie hier die gesuchte Anzahl der endlichen Lösungen durch 
wiederholte Anwendung der vorgetragenen Regel und Vergleichung der 
Resultate gefunden wird. 


IN 
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Nachschrift. Nach Beendigung des Vorstehenden ist mir ein 
neues Werk zu Gesicht gekommen: „System der Algebra von Dr. 
P. J. E. Finck, Professor zu Strafsburg; Leipzig bei Barth, 1841,” in 
welchem 8. 405 zur Bestimmung des Grades der Endgleichung eine viel 
genauere Regel angegeben wird, als diejenige, deren im Eingange des 
vorstehenden Aufsatzes erwähnt ist. Die Regel ist, dem Inhalte nach, 
folgende: Wenn alle Coefücienien A,, A,, .... A, der Gleichung (1.) 
vom Grade »»’ und alle Coefficienten B,, B,, .... B, der Gleichung (2.) 
vom Grade n‘ sind, so ist der Grad des Polynoms Yx, welches die End- 
sleichung liefert, folgender: mn’ --nm‘. Der Beweis dieses Satzes, der 
zwei Seiten des Leehrbuches füllt, folgt sehr einfach aus dem Obigen: 
denn in diesem Falle sind alle y aus der Gleichung (2.) vom Grade 0, 
di. A=h=..=h,=0, folglich a =k,=....=k,=m‘; zugleich 
ist dö=n', weil B, vom Grade n‘; folglich der Grad der Endgleichung: 
mb+k ++... + = mn nm‘, w.z.b. w. Wird diese Regel 
auf Fälle augewendet, in welchen die Coeffiecienten von ungleichen Graden 
sind, so ist das Resultat nicht mehr zuverlässig, weil es die Ausgleichung 
jener Grade voraussetzt, welche fremdartige Wurzeln herbeiführt. Bei der 
im gegenwärtigen Aufsatz vorgetragenen Regel werden dagegen, um den 
Grad von dx zu finden, die Grade der Coefficienten nur so in Rechnung 
gebracht, wie sie gegeben sind. 























184 7. Haedenkamp, uber Transformation vielfacher Integrale. 


T. 


Ueber "Transformation vielfacher Integrale. 


(Vom Herrn Dr. Haedenkamp zu Hamm in Westphalen.) 





W en zwischen den Veränderlichen 2,, 25, %, .... x, die Gleichung 


° 3 2 2 
1. u‘ nd “. a un — 
a, Tr Aa + a g An ı 
statt findet, in welcher a@,,@,,....a, als Constanten betrachtet werden und 


zwar 4, >4 >4; .... 4,_, 4, ist, so geht aus den Wurzeln der Gleichung 























ep an x a 
sauer: er N ...o. —s 6) 
a en amgunere a (a3, —y) an(an —r) 
oder 
2, Er er + En + Mi. .seos®e En__ _— 1 
a; ee 4 dt 4 Any 


eine merkwürdige analytische Transformation der Veränderlichen x,, r;, 
X, +:.. 7, hervor, wovon sich fruchtbare Anwendungen auf verschiedene 
Probleme machen lassen. Ich will hier von dieser Substitution auf be- 
stimmte vielfache Integrale Anwendung machen, die merkwürdige Relatio- 
nen zwischen den Adelschen Transcendenten darstellen. Bezeichnet man die 
Wurzeln der Gleichung (2.), die vom (na—1)ten Grade ist, so wie sie der 
Gröfse nach auf einander folgen, durch y,, Y2> Ya» «+++ Yn-ı, SO sieht man 
leicht, dafs alle diese Wurzeln positıv sein und einzeln zwischen den ein- 
zelnen Intervallen der Reihe der Werthe 
a a a se 

liegen müssen. Die Werihe von ©,, &;, 75, «... X, lassen sich nun ein- 
fach durch die Wurzeln yı, Ya, Y3> ***+ Yacı ausdrücken; man erhält 
nemlich 


Wi = (a,—Yı) (a,—y.)(a,—Ys5) .... (a, —Yr-—ı) 
a; 0 (a,—a,)(a,—a,)(a,—a,) .:..- (a, —a,) ’ 

BE (0,—Yı) (a,—y,)(a,—Y;) u... (a3—Ya-ı) 

3. a, (a,—a,)(a,—a,)(a,—a,) .... (a,— ar) 


zn __ (an—yıllaa—y2)(an—Y5) +: +» (an—Yn-ı) 








’ 








an (am —a,)(an —a,)(an—qa5) 0... (n—an-ı) 
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Aus der Gleichung (2.) findet man auch noch unmittelbar folgende beiden 
einfachen Gleichungen: 
Yıty ty... Yaı = +9%+a ..a,— (tet r .... 27). 
. Ye a, oo 


2 2 2 2 
Q,QA,@a .„»..»+ An a, a, a, An 





Nimmt man von der identischen Gleichung 
= IIN NY) Ynt—Y) _ x; X 
(a, —y)a2—yY)as—Y)..»» (a.—y) en za # uRR. + a—y Br u 
das Differential, und setzt, nach der Differentiation, nach einander y,, Y;; 
Y3y *ere Yn-ı statt y, so erhält man, da bekanntlich dann der Ausdruck 
linker Hand, wenn y, eine der Wurzeln bezeichnet, in 
— Ym(Yı—Ym)(Ya—Ym) «++ (In-1—Ym) 
(aı—Ym) (a, —Ym)(C3—Ym) ++». (@n—Ym) 
übergeht, folgende Relationen: 


2 2 2 > 
x x = 


(a, —Yı)? WER r (,—yı)? (—y,)? 
—_ ZN INM—NYIIE—Iı) + Yan yı) ®, 


(a, —Yı)laa—Yı) +»... (an — Yn-ı) 
6. eh 74 a er gt 6 Zr aa 


3 al 0 



































a 
(a, —Yn- anzu mo en (an —Yn-ı)? 
a? .. n-1(Yı—Yn-ı) (Ya—Yr—1) » - (Ya — Yn- 4) ne 
| = @, 





(a, —Yn) (a, — Yn-1)(az ER .. 

Diese Formeln gehen übrigens auch aus der ibn (4.) hervor, wenn 
man darin (yy—Yı) «+ (Yn-ı—Yı) Statt Ya, Yay ser Yanı uNd (y—Yı) ... 

.4,—y, stalt a, @, Gy 0... 4, Setzt, u. Ss. w. Differentiirt man die 
Gleichungen (3.) nach den Veränderlichen y;, Ya, ».». Yn_ı, so erhält man. 
wenn man diese Gröfsen einzeln nach einander als veränderlich betrachtet, 
folgende Formeln: 
0 +92 .... da zu QB,dyi, 
+ sc. 0 O,0y?, 


7: 


0a +098 ...09% = O,9yY; 
und wenn alle zugleich als veränderlich angesehen werden: 
8 dreh. tn 99 r+99y +9 0Y: .... O,_10Y_, 


’— 


Beirachten wir jetzt das vielfache Integral 


I 0%, 08, .... On 
In 
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und drücken dasselbe durch die Veränderlichen y,, Ya, Ya, «++ Yn Aus, 
so erhält man mit Hülfe der Gleichungen (4.) und (7.) 








ed : s .... KL Nm . DT, ... I} 
ac. meer = 0 oe u © Da oyı OYyr oY; .... Ö Yan ve: = — | = =); 
an , a a; Q,Qz Ay -3 
V Ay 


und für ©,, ©;, ©, »... ©,„_, die oben (4.) und (6.) gefundenen Werthe 


gesetzt, 


(Yıyıı)-YaYs) 


erhält man das merkwürdige Integral 








9, [= O2, ORu ar Ole 

C Ya, a, ee 
.(y re , ml) or (Yn2—Yn-1) oY, .... OYn_ı 
vV(X, ie ’ 








worin der Kürze Nee, 


A, = 


gesetzt worden ist. 


u—Yı)(a—Yı)(,—Yı) 
uU. 8. W. 


(d,—Yı) 


Wenn das Integral linker Hand auf alle positive Werthe 


der Veränderlichen &,, &,, .... 2„, welche der Bedingung (1.) genügen, 


ausgedehnt wird: so müssen die Integrale in Beziehung auf y,, Y», --- 
in den Grenzen a, und «,, a, und @,, a, und a,, . 
Seizt man nun 


werden. 
X 

Va, 
x 

er N 


L? 


Va, 


In—1 
Van. 1 
In 


Ya, 


so ıst 


® Yıa-ı 
+ Gun, UNd @, genommen 


u 


cos®,, 


sin®, cos®,;, 


sind, sin®, cos®,, 


sin®, sin, sin ®, 
sin®, sin®, .... 


m 
-— 


.... smd,_, Cosd, , 


sind,, 


0%, 0%, 02,0%, 
“ x„V (a, Q, .. 


. 1) KT ym—t 


.. An—1) 








f sin 9,99, / sin9,09, : MIR; sind._,8dı f 29... 


Für die angezeigten Grenzen von 2,5, X, Lg +... 7, sind die von ®,, D., ... 


.®,, O0 und 


}7r geworden, und man erhält daher für dieses Integral, wie 


es Jacobi in der Abhandlung im 12ten Bande dieses Journals zeigt, wenn n 
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eine gerade Zahl ist: 


n 








in)? 
2... (na—2) (n—3) ’ 
und wenn 2 ungrade ist: 8 
(in)? 
. (n—2)(n— 4)’ 
daher ist, wenn wir diesen r* uch durch $8 bezeichnen. 
iO. Se fWıratrnr Va) Ya In YaYallIn-2 In) Vo Oyn-ı. 
s DEE... Mose) ’ 


in welchem Ausdrucke die Verkelinlihien Yı> Yay *+++ Yua-ı Zwischen den 
angezeigten Grenzen genommen werden müssen. Dieses vielfache be- 
stimmte Integral enthält, da die Veränderlichen getrennt sind, Abelsche In- 
tegrale, in welchen die Veränderlichen y unter dem Wurzelzeichen auf den 
Grad n steigen. Man hat also eine Relation zwischen den verschiedenen 
Gattungen dieser Integrale, die aber von einer und derselben Ordnung sind. 
Diese Relation, glaube ich, hat auch Jacob: im 19ten Bande Seite 312 d. J 
gemeint. Setzt man n = 3, so erhält man wieder 

ef + Yı)OYı 9% 

F: V(a,—y,)(e, —Yı)laz —Yı)lan — Yı)(a,— (a, — 72)” 
welcher Ausdruck die von Legendre entdeckte Are zwischen den 
elliptischen Integralen 1ster und ?2ter Gattung enthält. Will man sich 
auch bei diesen Integralen, wie man es bei den elliptischen gewolnt ist. 
der trigonometrischen Functionen bedienen, so setze man 


Ym = Gi, cos’ D;, + U m-+1) sin’ D,, s 





oder auch 


Am. Om+1 
QAın COS Pin + A(m+1) sın F A . 
wo 4a„ und a,„;, die Grenzen von y,, sind. Durch diese Substitutione: 


gehen auch die Gleichungen (3.) in folgende über: 
Yo, = sind, Alal, 9.) Alu, 9) Alu, D,) ... 
Bi cos®, sind, Ala”,D;) Ala”,®,) -..: 





Y. = 


y m 


va) 

Yo —= A(al,®,) cos®, sind; Alu”, ®,) -- 

Va) — Ma®,®,) Ala?,®,) cosd, sind, ... 

Ve) —= Na”, ®,) Ala,®,) Ala”,®,)cos®, .... 
u.8 W. 


24% 
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Für n Veränderliche erhält man (a—?)” Moduln; (n—?) derselben be- 
stimmen aber die übrigen. Durch diese Substitution hat Jacob: die im 
19%ten Bande Seite 312 d. J. mitgetheilte Gleichung, welche die kürzeste 
Linie auf einem 3axigen Ellipsoid bestimmt, gefunden. Jacobi ist aber 


bei 3 Variabeln nicht stehen geblieben; er hat allgemein die Gleichungen 
für das Minimum des Integrals (8.): 


/ vos; Ka u... 0) = /ös = / vOdy! +9,8y%: Odys) 
entwickelt, obgleich am angeführten Orte nicht mitgetheilt. 

Ich will hier noch beiläufig die durch die obigen Substitutionen ge- 
fundenen, ersten Integrale des Systems von n—2 Differentialgleichungen 


2ier Ordnung, auf welche man für » Variabeln geführt wird, in nuce mit- 
theilen. Setzt man der Kürze wegen 








SL Haie nr öyr _ y 
ds: 1 g re e. 
so ist für das Minimum von / ds, wie ich gefunden habe, 
- . . » 2 _ ce" —_) u 
Yı—yı Yo» £3 1—Yamı)d) -7T + ec" 2, u. N ...o +cy" y — Ei 
(y vv) A .„... (y a Ä n-1)d, = C 4 > my 2 u...» u De == Bis 





” r° u „2 u — 3 ” —4 —;3 nn? — 
Y -1) 1) ) 7-1) u nn A u Yy n- 16" ) n—1 *e +cy "ty 11 ne 5) 
und 























YıYa see Ye = yv! -+y2v, +y;v; .... Ya (a3 
und hieraus mit Hülfe der Werthe von v, .... v,_, und ©, .... ©,-1: 
ya Yyamı „ Ur 0 antr OyYn-2 V Yn—2 
V (X. Be 07, A rt 9 MI AT, ‚wu 
Yn-ı Oyr-ıV Yn-ı __ Iı9Yı Yyı N YıOYyaVYı Yn—2 OYn-2V Yn-2 
ze Kn- ARE Ber vX 4! ViXua las) ’ 
n 2 
Yn- 1 M oYı ii + BX2Z Vy: Yan Ya V In 
ee el. VIR,TD.:’ Mi! 
u oy, AV Ia-ı ce var *9y,V7 ”. vi Pg 
V(&ı-ı a ber V( A, Y ı) "Vor, A wer V(In- Yn=2) , 
wo X, X, :... X,_ı die obigen Bedeutungen haben. 





Es seien «, , On &s 200: & Veränderliche, welche der Bedingung 
a? a 


ut +4 ET fi 


10. =1 
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genügen, für welche 


2 


4 


a 








a? a 
> . 20 098 = fe 1 

2 

vorausgeseizt wird. Von den rn Wurzeln dieser Gleichung liegt eine, und 
zwar die einzige positive, zwischen O und ©; die andere negative liegf 
zwischen den Intervallen der Reihe 


a An 


— Al, —d, —Ay er 2. le 

Bezeichnet man diese Wurzeln durch A, , Ar , Ass ++. A, und a, + A, = «,,), 
so erhält man auch hier wieder, wie in (2.), n Gleichungen, aus welchen 
die Werthe für &,, &, &y »+.. &, hervorgehen, nemlich: 











PR DR I PR > 
aı m. (a, —a,)(a, —a,)....(a—a,)” 
a 
11. Pr Ka (a, —a,)(a, —a,)...: (0, —an) 
Pe . (a —a,)(an —a,)...+ (an —an-ı) 


Es wird nun auch einen Werth der Veränderlichen &,, &;, .... x, geben. 
welcher der Bedingung (1.): 


und zugleich von den Bedingungen (10.), denen 
= “ X; In __ 
a”) * _(2) 7 Tu en 1, 
N a, Q, a, 


2 2 2 2 
X9a Xg In N: 
tm t RER). us = 1 
2 a 





a” 
ı Qz n 


entspricht. Sucht man aus diesen n Gleichungen wiederum die Veränder- 


lichen, die wir durch x!, x!, x!,.... x! bezeichnen, so findet man auch 
hier wieder: 














ı 1 2) 3) _@ (n) 

2, ana | 
a, (a, —a,)(a, —a,) u. . (a, — A,) 
Wa (2) (3) _(a) (n 

%,%, __ a, a, a, ET 24 j 

12. Q@, (a,—a,)la,—a,)....(a3 —an) 

e [) . . . » * ” = . f} . 
49 2) 63) _ 4) (n) 

ICH In a, a, a, :...:q, 








An (an—a,)(an—az)..:-(n—anı). 
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Vergleicht man diese Gleichungen mit den Gleichungen (11.), so erhält man 


ci & 1 1 1 


Ya Ya Ya ya Ya ya 
auch sieht man durch Vergleichung der Gleichungen (12.) und (3.), dafs 





_rh=YV, —h=Y%; — NZY, :... — N, = Yan! 
Für a=3 bestimmen \,,X,, ‘A; die Axen der durch den Punet (cd, 0 &;) 


sehenden Oberflächen zweiter Ordnung, welche dem Ellipsoid, dessen 
Gleichung 


any 


zn 


ist, eonvocal sind; und x!, x!, x! sind die Coordinaten des Durchschnitts- 
punctes dieses Ellipsoids mit den convocalen Hyperboloiden, welche durch 
(c, &,c,) gehen. Setzt man 





[44 
i4. Ir, n= 





&, a, 
6) „= ——--0, .... -O. 

Pr = u ar = Mt), 
ne a" a, a: 


a (a, +4,)° * (a,-+4,)? (an—+4,)? 


(st. so wird durch diese Bezeichnung 


= a +am rem Tata) (AL). 
= a n,Tt41,+412:::-4,m#X\; 


und das Integral, welches die Form 


oa, 0%, e OR Un—ı 
Muri va, 
&, a, V (a! a . a; u 


hat, geht in folgendes über: 











GO 








on, 0 N, OR a0 A 
2 2 ı 13% 
(an +a,N3 +... ann #+4,)? 
Aus der obigen Transformation erhält man 


fa (£) ca, . ... On V an ons; ‘dx, 0x, Oxg 2... d@n-ı Van Ss 
a 0x, =», 
. 


eV ai 0 0 4:0) = Vin; 0, 0.00) 
wenn die Integration auf alle positiven Werthe der Veränderlichen, welche 


den Bedingungen (1.) und (10.) genügen, ausgedehnt wird. Wir haben 
daher 


4 l 
v(al a,d.....,) 




















In, ONMa ONg ++ ONn-1 











vii (@,- +4, )(a, +4, FT, ).* ..(an+4,) ker „o.+,QGnNn Fun: 
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Multiplicirt man diese Gleichung mit OA, und integrirt in den Grenzen © 
und «, in welchen X, liegt, so erhält man 








Fels O4, a 07,6 % N, 6 IMgr ++ © Hin 
A j) U u A ko a ng 
TER? Narrd, (a tr) anti) n (an, ta,n2+....0, Mn) | 


welches das von Jacob? gefundene und im 12ten Bande dieses Journals 
mitgetheilte merkwürdige vielfache Integral ist. 


Nennt man die Combination der Wurzeln der Gleichung (2.) zu 1. 
C,, die Combination zu 2, C,, u. Ss. w., so erhält man aus den Gleichun- 
gen (5.) und (6.) durch Differentiation folgende Gleichungen: 


(N—Y)lyı—y) - - (Yı—Ya-ı) 
(n—1)yY”—(n—2)Cy 3 m_3)C. yo. +0. 


(Ya En Yı) (Ya —y;). - (Ya £ vr 
NY a-DOHT HR IE... 36 


(Ya-1—Yı) (Ya Y2) .... (rl — Ya?) 
= (n— NY — (an —Y)Cy’23+n—3)0,y"7 .... +Ü 


n—t — nem; 


| 


| 


Multiplicirt man diese Gleichungen mit einander, so ergiebt sich, unter Hin 
zuziehung bekannter Sätze über symmetrische F'unctionen, dafs das Pro- 
duct rechter Hand eine rationale Function von ©, Ö,, O,, .... Ü,_, ist: 
und da jede dieser Gröfsen in Rücksicht der Veränderlichen, wie aus de: 
Gleichung (2.) hervorgeht, eine homogene Function von der Dimension 
ist, so wird das Product 


[N —yY2) +++ Yı—Ya)(Ya—Yı) »se+ (Ya-ı = Ya) 
zu einer homogenen rationalen Function der Gröfsen 


2 2 2 
x x KL 
 » Re. FE en 
von der Dimension 2(a—?2), welche wir mit TG EL TETE 
a Q, @, 


zeichnen. Dividirt mau nun die Differentialgleichung (9.) durch diese 
Function, so erhält man noch folgendes bemerkenswerthe Integral, als ein 
Product Adelscher Transcendenten dargestellt: 





02,0%, --  Oan-ı Van) _ Oy, 0Y ee 
F 5 : oc? = VRXKX,... — ı)° .v (a, “4, .... (B,._ s) - 
| de — .... = PEUIEN 
@y An 
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welches auch, wenn 








2 m &, = u & > nn una 
ı Va,’ N a 


gesetzt wird, wie folgt geschrieben werden kann: 


u 5h ’ + QEn-ı Er OYy, Ya ++: Mani 

En Vo(@# Be GR Ag ren Da) 
Was die in der Function D(& &} .... £2) enthaltenen Constanten betrifft, 
so bemerke ich noch, wie die Gleichungen (12.) und (13.) lehren, dafs 
nie die Differenzen je zweier derselben darin vorkommen können. Für 
Kg hu ist 


£?) anna 
& & > cz 





(4, — 4) + & (4, —4,) + > (4, — 4;) 
22 18 (4, —4,)(,—a,)+ 2 Eh — 4;)(d, —0;) 
ne &} (0, — Q;) (4, —Q;) 


2 
= [1— (eV@=e)+& ve= ==) | 
x [-(&aV@=2)-5 Ye) | - 0,7, 





und das Integral 


ist ein Product zweier elliptischen Integrale mit complementären Moduln. 
Hamm, im März 1841. 


er EEE EN VETERRNEE  EESBun: 
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8. 
Allgemeine Auflösung der numerischen Gleichungen. 


(Von Herrm Dr. Encke, Professor, Director der Sternwarte, Secretair der Akademie 
der Wissenschaften etc. zu Berlin.) 





[Diese vortreffliche Abhandlung, durch welche die Aufiösung der Aufgabe, 
die algebraischen Gleichungen numerisch aufzulösen, gleichsam practisch abgeschlossen 
wird, befindet sich in dem astronomischen Jahrbuche des Herın Verfassers für 1841 
gedruckt. Da sie indessen gewils auch für diejenigen Mathematiker wichtig sein 
wird, welche sich nicht insbesondere mit Astronomie beschäftigen, oder welchen das 
genannte astronomische Jahrbuch nicht zu Gesicht kommt, so ist sie, mit Genehmigung 
ihres Herrn Verfassers, auch in das gegenwärtige Journal aufgenommen worden. D. H.] 


a 


Der Lösung des Problems, welches Lagrange so ausdrückt: 

Etant donnee une equation numerique sans aucune nolion de la gran- 

deur nı de la nature de ses racines, en trouver les valeurs nume- 

ques, exactes sl est possible, ou ausst approchees qu'on voudra, 
ist durch Hrn. Prof. Gräffe in Zürich eine neue Seite abgewonnen wor- 
den. In seiner Schrift: Die Auflösung der höheren numerischen 
Gleichungen, als Beantwortung einer von der Königl. Akad. 
d. Wiss. zu Berlin aufgestellten Preisfrage, Zürich 1837, zeigt 
er, dafs, wenn man aus einer gegebenen Gleichung eine andere ableitet, 
deren Wurzeln sehr hohe Potenzen der Wurzeln der gegebenen Gleichung 
sind, aus den Coefficienten der letzten Gleichung die reellen Wurzeln und 
die Moduln der imaginären sich sämtlich ergeben. Er zeigt auch den ein- 
fachsten Weg zu solchen sehr hohen Potenzen der Wurzeln zu gelangen. 
Diese Sätze sind in den folgenden Blättern zusammengestellt, und mit dem 
vervollständigt, was sie noch für die gänzliche Lösung des Problems ver- 
missen liefsen. Nämlich mit der Ermittelung der imaginären Wurzeln selbst, 
auf einfachem und strengem Wege; mit einer Erleichterung des Verfahrens 
bei Wurzeln, die nahe zusammenliegen, und auch bei sehr hohen Potenzeu 
sich nicht entscheidend genug trennen würden, und mit den Methoden, die 
Werthe so weit der Wahrheit näher zu bringen, als man immer wün- 
schen mag. 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XXII, Hit. 3. 25 
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Die so auf Hrn. Prof. Gräffe’s neuem Wege sich ergebende Auf- 
lösung empfiehlt sich in sehr hohem Grade durch ihre Allgemeinheit, Strenge 
und Kürze. Sie ist in so fern direct, als sie keine Versuche irgend wel- 
cher Art nöthig macht. Sie ist auf alle noch so hohen Grade der Glei- 
chungen anwendbar, führt nie auf Gleichungen höheren Grades als die ge- 
gebene ist, und verlangt bei ihrem stets unverändert bleibenden Verfahren 
nie unausführbare Rechnungen. Die Natur der Wurzeln, die Anzahl der 
imaginären, legt ihr durchaus kein Hindernifs in den Weg; sie giebt immer 
bestimmte Resultate, über deren Richtigkeit die einfachste Substitution ent- 
scheiden läfst. Sie setzt durchaus gar keine Kenntnifs von der Natur der 
Wurzeln voraus, so wie sie überhaupt aus den einfachsten Eigenschaften 
der Gleichungen sich herleiten läfst. Für die Kürze derselben spricht end- 
lich der Umstand, dafs die Bestimmung der sämtlichen Wurzeln einer Glei- 
chung vom 7" Grade bei sechs imaginären Wurzeln, so weit der Wahr- 
heit genähert als Logaritımen von 7 Decimalen es erlauben, in etwa zwei 
bis drei Stunden gänzlich vollendet sein wird. 


NM 2% 
> > 
[4 N 
N 
Ba 


Die Auflösung der Gleichungen kommt bekanntlich darauf hinaus: 
die linearen Factoren zu finden, aus deren Multiplication mit einander die 
Function einer Variabeln entstanden ist, welche für gewisse Werihe dieser 
Variabeln verschwinden soll. Etwas abweichend von dem gewöhnlichen 
Sprachgebrauch, werde ich die bekannte Gröfse in einem solchen linearen 
Factor, die Wurzel der Gleichung nennen, so dafs wenn ein Factor einer 
Function von x durch e-+a bezeichnet wird, « künftig die Wurzel der 
Gleichung heifst, welche entsteht, wenn man die Function gleich Null 
setzt. Man hat bei dieser Benennung den für die numerische Rechnung 
angenehmen Vortheil, dafs eine einfachere Betrachtung der Zeichen ein- 
iritt. Geht man nämlich von positiven Wurzeln aus, wie es am angemes- 
sensten ist, so hat man nach dem gewöhnlichen Sprachgebrauch in einer 
Gleichung, die lauter positive Wurzeln hat, abwechselnde Zeichen, wäh- 
rend nach der hier angenommenen Benennung lauter positive Zeichen in 
diesem Falle vorkommen. Der an sich unerhebliche Unterschied wird nur 
bemerkt, um Mifsverständnisse zu verhüten. 

Betrachtet man zuerst den Fall, wo alle Wurzeln reell und unter 
sich verschieden sind, so ist die Gleichung entstanden aus einem Product 
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von der Form 
(z+a)\(c+b) ce +0) (cH+d).... = 0. 

Nach bekannten Lehren werden bei der wirklich ausgeführten Multiplica- 
tion die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von x gebildet aus den 
Combinationen (ohne Wiederholung) der Wurzeln zu 1, zu 2, zu 3, so 
dafs jeder Coefficient die Summe aller ähnlichen Combinationen ist. Be- 
zeichnet man also die Summen solcher Combinationen, je nach dem Grade 
derselben, mit [a], [ab], [abe] etc., so wird die entwickelte Gleichung 

x" + [a] 2" + [ab] ©" + [abe] "+ [abed]x"*.... = 0. 

Aus den Coefficienten einer solchen Gleichung kann man aber nach 
bekannten Lehren alle symmetrischen Functionen der Wurzeln finden und 
numerisch berechnen, ohne die Wurzeln selbst zu kennen. Man kann folg- 
lich auch vermittelst dieser Coefficienten die Combinationen beliebig hoher 
Potenzen der Wurzeln zu 1, zu 2, zu 3 bestimmen, oder die Summen [«”]. 
[a” 5”"], [a”d5”c”] etc. Folglich kann man auch die sämtlichen Coefficien- 
ten einer Gleichung angeben, deren Wurzeln die m‘ Potenzen der Wur- 
zeln der ursprünglich gegebenen Gleichung sind, nämlich 

x" + [a”] 2"! + [a” 0"]0"? + [ar brot... = 0. 
Die Gröfse von m kann ganz beliebig, so hoch man will, angenommen 
werden. Man nehme nun an, um den Gang der Entwickelung leichter zu 
übersehen, es sei unter den Wurzeln @ die gröfste, d die nächst gröfste, 
c die folgende etc. oder es sei 
a>b, be, e>E, d>E .... EC, 
ferner sei m eine sehr hohe Potenz, so wird in 
[a”] = a" +5" +c"+d”+e”r.... 
für einen gewissen Grad der Näherung, endlich einmal der Fall stattfinden, 
bei stets vergrölsertem m, dafs e” verschwindet oder vernachlässigt wer- 
den kann gegen d”, d” gegen c”, c” gegen 5”, 5b” gegen a”, und also 
auch die Summe aller Potenzen der kleineren Wurzeln gegen die Potenz 
der gröfsten. In diesem Falle wird man setzen können 
[a”] = 4”. 
Das ähnliche wird in der Summe [«” 5”] stattfinden in Bezug auf das Glied 
a”b”, welches zuletzt nothwendig gegen die Summe aller andern a” c”, 
a” d”, b"c” etc. überwiegen mufs. Es wird folglich ebenfalls dann gesetzt 
werden können 
[a”5"] = a” b” 
25” 
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und ganz analog bei allen folgenden Gliedern, oder die Enndgleichung wird 
hei stets vergröfsertem zn endlich einmal die Form aunehmen 

+" Er Let... 
Hat man die Coefficienten dieser Gleichung numerisch, so hat man un- 


* [2 . . mh 
mittelbar a”; durch Division von = dann auch 5”; nachher aus dem 
u” / nem i ei - - 
Bruche - a ebenfalls c”, und überhaupt die =“ Potenzen aller Wur- 


zeln zu gleicher Zeit, aus denen sich die Wurzeln selbst durch Auszie- 
hung der an" Wurzel ergeben. Das Kennzeichen, ob für einen bestimm- 
ten Grad der Näherung die Grenze erreicht sei, wird man darin finden, 
dafs wenn man von der Potenz »n, zu der Potenz m’ übergeht, also aus 
der obigen Gleichung die folgende bildet 
x” + [a”]x"""+ [a 0" ] 20" + [ade Hr... 0, 

die Coefficienten der gleichen Potenzen von x in beiden Gleichungen sich 
verhalten wie die m° Potenz einer Gröfse zu der =m’“" derselben, oder 
wenn man die Loogarithmen eines Coefficienten von x” in beiden Glei- 
chungen hat, die etwa durch Igo,, in der ersten, Ig«,. in der zweiten be- 
zeichnet werden mögen, so mufs für den angenommenen Grad der Näherung 


1 1 
—Iga,. = = go. oder iga. == - 


mi 
” — I 
m 


m 5 ®m 
sein, und zwar bleibend, da in speciellen Fällen es wohl sein kann, dafs 
die Summe sämtlicher kleinerer Wurzeln und ihrer Combinationen doch 
noch erheblich genug ist, um ein ähnliches Verhältnifs hervorzurufen. In- 
dessen wird die Möglichkeit dieser Ausnahme immer verringert werden, 
je mehr »r» wächst, und wird zuletzt ganz aufhören. 

Wollte man die Erhebung zu solehen sehr hohen Potenzen auf die 
sewöhnliche Art durch Bildung der symmetrischen Funetionen bewirken, 
so würde die Rechnung nicht ausführbar sein. Man erreicht aber dasselbe, 
wenn man stufenweise erst die Wurzeln zur Potenz p erhekt, und die 
Gleichung bildet, welche den a’, 5? etc. entspricht. Leitet man aus den 
numerisch berechneten Coeflicienten dieser Gleichung die andere ab, welche 
die p“ Potenz der Wurzeln derselben enthält, so hat man die Gleichung, 
deren Wurzeln die pp" Potenz der Wurzeln der ursprünglich gegebenen 
Gleichung sind, und fährt man so fort, so erhält man nach und nach Glei- 
chungen, deren Wurzeln 


a a?’ a’’ ete. 
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sind, wo folglich m gleich einer Potenz von p sehr schnell wächst. Schon 
die kleinsten Zahlen für p werden hier alle Bequemlichkeit gewähren. 
Wäre zuerst » =? und die vorgegebene Gleichung: 
ac” + u, 0"” RETERUEN Much ee, 
so schreibe man für x.. a. Die linearen Factoren dieser Gleichungen 
werden dann sein | 


(x? + a)? +)? 40)... 0. 
Schafft man aus ihr alle Wurzelgröfsen weg, so werden die Factoren der 


neuen Gleichung 
(— a) (ce —bB’) (2x —e).... = 0, 


und um positive Wurzeln zu erhalten (in dem obigen Sinne). ändere man 
das Zeichen aller Glieder, die einer ungeraden Potenz angehören, oder 
überhaupt, der zweiten, vierten etc., d. h. einer geraden Ordnungszahl ange- 
hörigen, wenn man von der höchsten Potenz von x anfängt und keine übergeht. 

Zur Wegschaffung der Wurzelgröfsen kann man davon ausgehen, dafs 
für p+g=0 auch P—g’=0. Wenn man die Gleichung also in zwei 
solche Theile abtheilt, dafs jeder für sich, wenn man ihn in das Quadrat er- 
hebt, von aller Irrationalität frei ist, so ist das Verlangte erreicht. Diese 
Theile können in ua Falle sein 


n—? n—h 


ae? tus +2: tar‘ 


n—1 n—5 n—7 


und +4,82: +a,x FU: a 
Ihre Quadraie PEN 
+ 2a ai + 2" + 20,0, 


—’; 2? Bes 
at u ER 





+2u, +20, +20% 
120; 
und 
trat a Hr, let 0? ER 
+20, Mr + 2a, .\ + 20,4; 
— a 


Nimmt man die Differenz dieser Quadrate und ändert die Zeichen 
wie eben bemerkt, so wird 
"+ lan or Jet 0; ir \rt... =0 
— )ı, —) 4,4; — )0, 0; — 0,6% 
42a, 110,0; + 20,0; | 
— u, — ua *\ 


+ 2a, 
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die Gleichung sein, deren Wurzeln a’, 5’, c* etc. sind. Diese Form giebt 
eine höchst einfache und übersichtliche Rechnung. Der Coefficient einer 
Potenz von x in der neuen Gleichung, wird gebildet durch die Verbin- 
dung des Quadrats des Coefficienten derselben Potenz in der schon be- 
rechneten Gleichung, mit den doppelten Producten je zweier gleich weii 


zu beiden Seiten von ihm abstehender Coefficienten, die letzteren regel- 
mäfsig mit abwechselnden Zeichen genommen. 


Eine ähnliche Ableitung kann man auch für y= 3 machen. Da jedes- 
mal, was auch p, q und r sein mögen, 


Pprırr = Pre trtsptatnepgrar pn) —Ipgr 
ist, so wird auch immer, wenn y+g+r=0, 
P’+f+r—3pgor =d. 

Wenn man also in der gegebenen Gleichung stait x... x’ schreibt, wo- 
durch die linearen Factoren werden x! ta, x°+b und hier die Wur- 
zelgröfsen wegschaft, so erhält man die Factoren e+a’, c+b’, x-+c, 
ohne dafs es nöthig wäre, die Zeichen nachher noch zu ändern. Zu die- 
ser Wegschaflung ist es nach der eben angeführten Gleichung nur erfor- 


derlich, die Gleichung in drei solche Theile zu theilen, dafs der Cubus 


jedes einzelnen und das Product aller drei frei von einer Irrationalität ist. 
Solche Theile können immer sein: 


L nn n—6 
+52’ 2’... —=A 
n—1 74 n—7 

we’ +2’ +8’... =B 
n—2 n_5 n3 

3’ +2’ 2’ oe. =l, 


Denn sie werden 


n 


=’ {1 Ft... 4 
5 B 


=’ u Fu" +8”... 


n—? 


= sata tr..t}=C, 
die oflenbar, jeder für sich zum Cubus erhoben, und mit einander multi- 
plicirt, frei von einer Irrationalität sind. Bildet man also 


4°+B’+-C0°—3ABC, 
so werden die ersten Glieder 
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x" + (u? — 30, + 30,)0"" 

+ (a? + 30? a, — 34, 0; — 34, 1; — 3% 0, + 30? + 306) 2"? 

4 0.3 — 34, 3 + 307) & — 30, %n ı — 30, U; Ci; +3a,0; +3u} 0; 

— 305 304 — 3427 — 34; 0; + 60; 45 + 30 

Der Vortheil der Kürze und Einfachheit ist so entschieden bei dem 
Falle y= 2, dafs weder das bedeutend langsamere Fortschreiten der Po- 
tenzen 2,4, 8, 16 etc., verglichen mit 3, 9, 27 ete., ihm Eintrag thut, noch 
selbst der Umstand, dafs für p gleich einer geraden Zahl, der Unterschied 
zwischen einer positiven und einer negativen Wurzel gleich anfangs ver- 
schwindet, während eine ungerade Potenz ihn bestehen läfst. Wenn man 
die Wurzel ihrer absoluten Gröfse nach kennt, und nur das Zeichen un- 
gewifs ist, so reicht eine einfache Substitution, wobei man die geraden 
und ungeraden Potenzen von x von einander trennt, sogleich hin, um 
darüber zu entscheiden. Sonst könnte man auch durch Substitution der 
nächsten positiven und negativen Grenzen in runden Zahlen um so un- 
bedenklicher darüber sich versichern, als man alle andern Wurzeln gleich- 
zeitig kennen lernt, und folglich die Grenzen stets so nehmen kann, dafs 
nur die eine Wurzel innerhalb derselben vorhanden ist. 

Eine solche Substitution des zuerst gefundenen Werthes wird man 
doch nicht vermeiden können, abgesehen von der Prüfung der Richtig- 
keit, die sie gewährt, da es niemals rathsam sein wird, gleich anfangs die 
Grenze der Genauigkeit, bis zu welcher man gehen will, mit einemmale 
zu umfassen. Die Rechnung mufs mit Logarithmen ausgeführt werden. 
Aus einem später zu erwähnenden Grunde sind Logarithmen von fünf De- 
cimalen, in jedem Falle, wo man eine grofse Genauigkeit haben will, vor- 
zuziehen. Augenonmen daher, was später immer vorausgesetzt werden 
soll, es werde die erste Rechnung mit Logarithmen von fünf Decimalen 
und so ausgeführt, dafs man nach Potenzen von 2 fortschreitet, so kann 
man sowohl im Voraus übersehen, wie weit man gehen, wie viele solcher 
Rechnungen man machen mufs, als auch das Verfahren, wie der gefundene 
Wertli am bequemsten verbessert wird, angeben. 

Die Grenze für alle Wurzeln wird erreicht sein, wenn das Quadrat 
jedes Coefficienten, so gegen das doppelte Product der ihm zur Seite ste- 
henden überwiegt, dafs das letztere auf die fünfte Decimale keinen Ein- 
flufs mehr hat, oder bei Logarithmen von fünf Decimalen kleiner als der 
100,000” Theil des ersteren ist. Das gröfste Product, wenn man sich der 


ae", 
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Grenze einmal schon genähert hat, werden immer die beiden nächsten 
Coefficienten geben. Denn wenn die Reihefolge der Coefficienten 
a”b”, a”b"c”", a”b"c"d", a”b"c"d”e”, ar br" drerf”, 
ist, so wird für den mittelsten der Werth in der neuen Gleichung werden: 
a” hr ec” d’” : Ya” br er” d”e m E= a 2m m c”"d”e Eee 
wo das zweite Glied zum dritten sich verhält wie c”:f”, dagegen das 
erste zum zweiten wie d”:2e”. Ueberhaupt kommt man sehr bald dahin, 


dafs die folgenden Glieder nach dem zweiten unbeträchtlich werden. Soll 


aber das zweite gegen das erste verschwinden, so dafs es nicht mehr in 
Rechnung gebracht werden kann, so mufs 


100,000. e" <4d” oder +23 > 200,000 
d. h. 


30103 
N > ö, ne ae 





Hieraus ergiebt sich für die Werthe 


“li nm= 8-! 
e = 1,01 m = 1227 < 
d 


ce 


1,001 m = 1215 < 9 


za ji d me . . . 
und bei einem gröfseren — natürlich eine um so viel geringere Anzahl 


von Operationen. Es folgt hieraus, dafs man in der Regel mit sieben Um- 
formungen völlig ausreicht. In dem ungewöhnlichen Falle von so äufserst 


. rY . .. I .. 
nahe liegenden Wurzeln, wie für = 1,91 oder 1,001, würde man doch 


nur elf und vierzehn Operationen gebrauchen. Allein es wird später ge- 
zeigt werden, dafs Fälle solcher sehr nahe liegenden Wurzeln, nach der 
Art der gleichen Wurzeln behandelt werden können, so dafs man die Ope- 
rationen gar nicht nöthig hat so weit fortzusetzen, bis die Wurzeln selbst 
von einander getrennt sind, sondern nur so weit, bis ihr Product sich von 
den Producten der übrigen Wurzeln mit einander unterscheidet. Bei häu- 
figen Anwendungen ist mir kein Beispiel vorgekommen, wo, auch im un- 
günstigsten Falle von sieben Wurzeln, die sämtlich zwischen 1,1 und 1,6 
lagen, mehr als acht Operationen nöthig gewesen wären. 
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In der Regel wird man bei einer Rechnung mit fünf Decimalen, nach 
Ausziehung der m" Wurzel, den Werth der Wurzel sehr genau erhalten, 
so dafs die fünfte Decimale immer sicher, und meistentheils selbst die 
sechste es ist. Dieses scheint daher zu kommen, dafs im Anfange, bei den 
ersten Operationen, die Coefficienten sich aus mehreren Theilen zusammen- 
setzen, so dafs die Ungewifsheit der letzten Stelle verringert wird, weil 
selten alle Fehler der leizten Decimale auf eine Seite fallen. Bei der Aus- 
ziehung der m‘ Wurzel dividirt man aber auf einmal mit einer grofsen 
Zahl, und vermindert so die Ungewifsheit der letzten Decimale. 

Bei dieser sehr grofsen Annäherung an die Wahrheit, bis auf den 
100,000° Theil des Ganzen, kann man unbedenklich den Taylorschen 
Lehrsatz oder die Newtonsche Approximationsmethode anwenden; denn 
die Unsicherheit derselben findet nur dann statt, wenn der Werth, von dem 
man ausgeht, nicht hlofs einer, sondern mehreren Wurzeln sehr nahe ist. 
Nach dem Taylorschen Saize wird für 

x = u t+Ar, 


fx = fs. + uf) Arte... 


dx og 





Hat fx die Form, in der die Gleichungen immer als gegeben angesehen 
werden 
+4 +90, 


so wird re = na + Nauen + anna +... 


u, 
dfxo 
dx, 
Hat man also die Substitution von x,, dem gefundenen genäherten Werthe, 
in die Gleichung gemacht, wovon das Resultat mit [x5] bezeichnet wer- 
den möge, so multiplicirt man jedes Glied mit den Exponenten der Potenz 
von x, die darin vorkommt; das Resultat dieser Operation möge mit [n«x7] 
bezeichnet werden; dann wird 

Ar = 

2 Algx, . 3 ’ 
wo M der Modulus des briggischen Systems ist, dessen logar. = 9,6377843. 
Auf diese Weise wird man ohne eine gröfsere Mühe, als die Substitution 
des Werthes von x, in die Gleichung, den Werth von Igx so genau er- 
halten, als Logarithmen von 7 Decimalen ihn zu geben vermögen, da die 
Multiplication mit den Exponenten kaum in Betracht kommt. Eine gröfsere 

Crelle’s Journal d.M. Bd. XXlII. Hft. 3. 25 





= nd +n—1)u,c "+ nn — Yu)” +.... 


V 


oder x, 
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Genauigkeit wird kaum je verlangt werden, und kann, wenn sie ge- 
wünscht wird, auf dieselbe Weise erhalten werden. 

Betrachtet man zweitens den Fall, in welchem alle Wurzeln imaginär 
sind, und unter diesen wiederum keine mit der andern zusammenfallend, 
so wird es, um mit imaginären Gröfsen nicht in der Rechnung zu thun zu 
haben, am gerathensten sein, von den trinomischen Factoren auszugehen, 
in welche sich jede solche Gleichung zerlegen lassen muls. Sei die all- 
gemeine Form eines solchen Factors 

x +fe+g, 
wo 9 bei imaginären Wurzeln stets reell ist, so sind die beiden linearen 
Factoren dieser Gröfse hekanntlich von der Form 
z+-a+ßy—i1 und + o—By—i 
oder auch, wenn 


& ß a 
Vet vera) = HP. 


z+g(cos®+sind®y—1) und z-+g(cos®—sind Y—1) 
so dafs 9 = vV(«+RP”) und f = 29cos®d, 
folglich für imaginäre Wurzeln oder bei reellem ® stets 
f<29. 
Werden aus solchen F'actoren die Factoren hergeleitet, welche die m” Po- 
tenzen der Wurzeln enthalten, so werden diese letzteren, wegen 
(cos® + sind Y—1)” = cosmd + sinmd Y—1, 
vollständig werden: 
x +9” (cosm® +sinmdy—1), z-+g”(cosmd —sinmd y—1), 
woraus der trinomische Factor entsteht 
x” +29” cosmdc+ 9°”, 
oder wenn man ihn bezeichnet durch 
+ face tg”, 
so wird wiederum bei imaginären Wurzeln 
fi. = 29” cosmd S 2g”, 
d. h. f, kann nie gröfser als 29” werden, abgesehen vom Zeichen. Es 
kann nämlich f, = 29” werden, wenn mD ein Vielfaches von z ist, und 
wenn es dieses einmal geworden ist, so wird es bei der Erhebung in das 
Quadrat oder die höheren Potenzen stets diesen Werth behalten. Imagi- 
näre Wurzeln geben in diesem speciellen Falle dasselbe Resultat, wie 
gleiche reelle. In allen andern Fällen aber wird f„, je nach dem ver- 


= cos®, 
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schiedenen Werthe von cosm®, bald ab-, bald zunehmen, im Zeichen 
wechseln, stets aber der absoluten Gröfse nach kleiner als 29” bleiben. 
Hat nun eine Gleichung lauter imaginäre Wurzeln, so wird sie das 
Product lauter solcher trinomischer F'actoren sein, in welchen f<2g ist. 
Die Form dieses Productes wird, wenn die einzelnen Factoren sind, 
e+fetg, +fctg, "rfcthg"” .... etc, 
und, wenn die obige Summen-Bezeichnung beibehalten wird, 
+ NE HUGH DE 
if IH DE 
Hg FF TDEN 


HS I THIS NT FD FED) 

+ [9.9°..g" 9 fr] 

+ gr... gi = (. 
Dafs diese Form die richtige ist, wird man aus den einfachen Gesetzen 
der Multiplication ableiten können, und dafs namentlich in den letzten Glie- 
dern die f einzeln, oder zu zweien, oder zu dreien mit dem g combinirt 
vorkommen müssen, eben so wie in den ersten Gliedern, so dafs das zweite 
und vorletzte, das dritte und dritiletzte etc. einander in Bezug auf den Grad 
der f, die mit einander und den 9 multiplicirt sind, entsprechen, wird man 
sogleich übersehen, wenn man die trinomischen Factoren so schreibt 


tete iltgaetzee) ee 








und sie dann mit einander multiplicirt. 

Werden nun aus einer solchen Gleichung die Gleichungen hergelei- 
tet, deren Wurzeln die »n‘“ Potenzen der ursprünglichen Wurzeln sind, so 
geht f über in f„, f’ in fi ete., 9° in g°”, 9” in g“” und die neue Glei- 
chung wird folglich die Form haben: 

"+ [le ++ fa) 
+9" fnl+ Unfafn )e 
HIHI HF LDE 


TH TED 
+ [gg m] 


+ "eg" 
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Nimmt man hier wiederum zur leichtern Uebersicht des Ganges an, dafs 
g der gröfste Modul (nach der gewöhnlichen Benennung), g’ der nächst- 
gröfste, g” der folgende u. s. w., oder dafs 


9>J); g' >44, g" Ta Es 


und kein Modul dem andern gleich ist, und betrachtet man zuerst die 
Glieder, in welchen die Potenz eine gerade Zahl ist, so wird bei ihren 
Coefficienten das jedesmal vorkommende, von allen f, ganz freie Glied 


- In 2 2 . . . . . 
.. [9”" gg" ..], ganz ähnlich wie bei den reellen Wurzeln, bei ver- 
sröfsertem m zuletzt übergehen in 


Im „m m 


a a 

so dafs für [g°”] geschrieben werden kann g’”, für [9 g"”].... gg” 
u.s. w. Neben diesen Summen kommen aber noch theils solche Summen 
vor, in denen mehrere g mit mehreren f verbunden sind, oder auch solche, 
wo nur f darin entbalten sind. In allen diesen Summen müssen die f im- 
mer in gerader Zahl vorhanden sein. Substituirt man hier für jedes f.. 
seine äufserste Grenze 29”, so wird das Resultat zuverlässig immer gröfser 
oder gleich grofs mit dem eigentlichen Werthe, und die Grenze, der sich 
mit vergröfsertem m diese Summen nähern, wenn man in ihnen jedes f., 
mit 29” vertauscht hat, kann nie überschritten werden. Hiernach wird 
bei dem Coefficienien von x”? die Summe [f,.f] niemals die Summe von 
4[ 9,9” | überschreiten können, folglich wird auch die Grenze dieser letz- 
ten Summe bei vergröfseriem m, nämlich die Gröfse 49” 9” selbst der 
äufserste Grenzwerth für [f„f;.] sein. Von den beiden Theilen aber, aus 
denen der Coeflicient zuletzt allein besteht, 


2m m „I? 

g”"r49"g 
wird auch der zweite zuletzt verschwinden müssen gegen den ersten, 
sobald 


g">4g", 
d. h. sobald 


3>yvh; 
denn in einem solchen Falle wird irgend einmal, wenn m erhöht worden 


ganz und gar überwiegen. Die Zahl 4 unter dem Wurzel- 
zeichen ist unabhängig von der Potenz m, und bleibt für alle Werthe der- 


selben constant, folglich wird sich y4 der Einheit immer mehr und mehr 


mP 


ist zu m’, 9 
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nähern, und zuletzt so ganz damit zusammenfallen, dafs die Bedingung 
9>yg'v+ übergeht in g>yg. So z.B. ist für m = 128 
Y4 = 1,011. 
Es geht demnach, sobald 9> g’ der Coefficient von x”, 
[HI -HL/.f;] über in g’”. 


Ganz dieselben Schlüsse lassen sich bei allen Coefficienten machen, welche 
mit geraden Potenzen verbunden sind, und man braucht bei ihnen immer 
nur die Summen, welche lauter g enthalten, zu vergleichen mit den Sum- 
men, in welchen zwei f mit den g verbunden sind. Kommen nämlich 
mehr f als zwei in der Summe vor, so gehören sie nothwendig zu klei- 
neren g als die sind, welche in den Summen vorkommen die nur g ent- 
halten. Im Allgemeinen werden mit vergröfsertem »r die Coefficienten der 
geraden Potenzen von x, ganz wie bei den reellen Wurzeln, übergeben in 
m 


3, FIT, rg”, ete. 

Die Coefficienten der ungeraden Potenzen von x enthalten kein Glied, 
in welchem nicht wenigstens ein f„ vorkäme, und da jedes solche f,. 
schwankende Werthe hat, selbst Null werden kann, oder doch einen sehr 
kleinen Werth erhalten, so können diese Coeffieienten auch bei noch so 
grolsem m nie einer bestimmten Grenze sich nähern, den Ausnahmefall 
ausgenommen, wenn m® ein Vielfaches von 7 ist, welcher, da er mit den 
gleichen reellen Wurzeln zusammenfällt, später betrachtet werden soll. 
Bei lauter imaginären Wurzeln und ungleichen Moduin wechselt ein un- 
bestimmtes Glied stets ab mit einem solchen, welches den Werth eines 
neuen 9°” zu den vorigen hinzufügt. Wenn folglich die Greuze, in welcher 
die Eindform stattfindet, erreicht ist, worüber man eben so wie bei den 
reellen Wurzeln durch den Gang der Rechnung unterrichtet wird, so hat 
die Gleichung die Form 


gr + fl, gr + gm" en? + K ger—3 + ger ee” Pk + fl gen—5 
+, = 0, 


wo durch f, fi, f, der schwankende Werth der Coefficienten bezeich- 
net wird. 


2 


Man findet also ganz auf dieselbe Weise, wie bei den reellen Wur- 





. 2. gr Pr. ?m 
zeln, durch successive Divisionen erst 9°”, dann I—I— = g"” u.s.w. So 


am 
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dafs jetzt bei bekannten g die zu jedem Modul gehörigen f noch zu be- 
stimmen sind. 

Hiezu bietet die gegebene Gleichung selbst weit mehr Bedingungs- 
gleichungen dar, als nöthig sind, so dafs sich a priori übersehen läfst, dafs 
die verschiedenen f jedesmal linear und ohne Zweideutigkeit sich bestim- 
men lassen müssen. Eine Gleichung vom 2n‘“ Grade, in der alle g be- 
kannt sind, enthält in ihren 2 +1 Gliedern 2 Coefficienten, in denen 
die unbekannten Gröfsen f an der Zahl n enthalten sind, und aus welchen 
sie bestimmt werden können. Von diesen Coefficienten ist einer, der letzte, 
frei von allen f; von den noch übrigen ?2”—1 sind zwei, der zweite und 
vorletzte, vom ersten Grade in Bezug auf die f; zwei, der dritte und dritt- 
letzte, vom zweiten Grade und überhaupt sind immer zwei gleich weit 
vom Anfange und Einde abstehende Coefficienten von gleichem Grade in 
Bezug auf die f, durch alle Grade hindurch, bis zum (a—1)"" inclusive; 
der mittelste alleinstehende aber ist vom n‘" Grade. Man kann deswegen 
zur Bestimmung der f so verfahren, dafs man aus 


=lf} eu a. a Dee 
zwei f linear als Function der übrigen und bekannter Gröfsen bestimmt. 
Es mögen dieses etwa f und f’ sein. Substituirt man diese Werthe in 


[I+lff; 

[g’y”. a_ ge?’ 4 [g’g”. m en, 

so hat man zwei Gleichungen vom zweiten Grade, aus deren Verbindung 
sich ein drittes f, etwa f‘, linear als Function der übrigen finden läfst. 
Dieses geschieht unmittelbar durch die Division beider Gleichungen in ein- 
ander, bis ein Ausdruck übrig bleibt, der nur noch die erste Potenz von 
f‘ enthält. Die Substitution dieses Werthes in eine der Gleichungen, aus 
der er hervorging, wird eine Gleichung vom 4“ Grade geben, aus wel- 
cher die drei ff‘f‘‘ verschwunden sind, und wenn man die Werthe die- 
ser drei Grölsen in die Coefficienten von x°-? und x? substituirt, so hat 
man zwei neue Gleichungen vom 6" Grade, die in Verbindung mit der 
vom 4“ Grade wieder linear zwei neue f als Functionen der übrigen be- 
stimmen lassen müssen. Allein auf diesem Wege wird man doch höch- 
stens noch ein viertes f, etwa f”, bestimmen können, oder also nur in 
dem Falle von 8 imaginären Wurzeln Gebrauch davon machen können. 
Denn die Elimination von f‘“ aus einer Gleichung vom 4 und vom 6% 


I 


0, 


( 


On? 
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Grade wird mindestens zu einer Gleichung vom 24°” Grade führen, die 
sich nicht mehr behandeln läfst. In der Praxis wird der Grad noch höher 
steigen. Denn wenn man sich nicht die Mühe geben will, die symmetri- 
schen Functionen der Wurzeln zu bilden, sondern den Weg der Division, 
der auch der einzige wirklich anwendbare sein möchte, wählt, so wird 
man bei der Verbindung einer Gleichung vom m" Grade mit einer vom 
n‘“" in der Regel so viele überflüssige F'actoren einführen müssen, dafs 
die Eindgleichung, in welcher die zu eliminirende Gröfse nur noch auf der 
ersten Potenz sich befindet, in Bezug auf die übrigen darin enthaltenen 
Unbekannten, vom (m +n—2)'” Grade ist, also durch die Substitution des 
aus ilır erhaltenen Werthes nothwendig einen höhern Grad als den mn‘ 
erreichen läfst, wenn m und n die Potenz 2 übersteigen. Man wird des- 
halb höchstens bis zur Bestimmung von vier f diesen Weg einschla- 
gen können. 

In der That scheint es aber auch in der Natur der Aufgabe zu lie- 
gen, dafs eine gewisse Weitläufigkeit nicht zu vermeiden ist. Denn wenn 
auch nur n Gröfsen f gesucht werden, so würde doch eine Gleichung 
vom n“* Grade allein nicht dem Probleme genügen, wenn man sie auch 
aufstellen könnte. Man verlangt nämlich nicht blofs die Werthe der ver- 
schiedenen f' selbst, sondern man verlangt den Werth eines jeden bestimm- 
ten f, was einem bestimmten g angehört. Sonach möchte es wohl die 
einfachste Auflösung sein, die sich erwarten läfst, wenn man eine Gleichung 
angieht, die, je nachdem man den Werth eines bestimmten y in sie hinein 
substituirt, auch jedesmal das zugehörige f giebt. Diese Gleichung mufs 
vom n" Grade sein, da in dem Falle, dafs sämtliche Moduln 4 einander 
gleich wären, während die Winkel ® und folglich die f verschieden sind, 
die n Werthe von f aus deu Wurzeln der Gleichung sich ergeben müfs- 
ten. Kann man damit eine ähnliche Gleichung niederen Grades verbinden, 
die bei gleicher Substitution des bestimmten y jedesmal als gemeinschaft- 
liche Wurzel mit der ersten Gleichung den verlangten Werth von f hat, 
so dafs man durch einfache Division den Werth von f linear findet, und 
läfst sich diese Division mit der gröfsten Bequemlichkeit in jedem Falle 
ausführen, so scheint die Aufgabe so einfach gelöst zu sein, als die Natur 
des Gegenstandes es erlaubt. 

Solche zwei Gleichungen erlangt man auf die einfachste Weise, 
wenn man die allgemeine Form der imaginären Wurzeln in die gegebene 
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Gleichung hinein substituirt. Ein Werth 
x = r(cos® +sin® Y—1) 
giebt, wenn man ihn in die Gleichung 
"+00" mr”... = 0 
setzt, durch Trennung des Imaginären vom Reellen, oder, indem man den 
zweiten Werth e=r(cos®—sin® Y—1) ebenfalls einführt, und die Re- 
sultate beider Substitutionen verbindet, zwei Gleichungen: 
0 = r"cosInd + a, 7” cos(n—1)P + ur" cos(n—UÜPD.... 
+0, 7 c0SP-+ &, 
0 = r” sinmd + a,r” sin (Rr—1)d + «r”” sin(AR—2)D.... 
+4... r sınd. 
Multiplicirt man die erste mit cosn® und die zweite mit sinn® und ad- 
dirt beide Producte, und multiplieirt man nachher auch die erste mit sinn® 
und die zweite mit cosn® und subtrahirt das erste Product vom zweiten, 
so erhält man die zwei Gleichungen: 
0 = r”cosnd + ar” cos n—1)P +ur”"?cos(n—Q)PD.... 
+ 0,.rcos(n—2)D + a._ı r cos(r—1)9 + a,,cosnd 
0 = r”sinnd+ «a, r”" sin(n—1)d + r,,_. sin(n—2)D.... 
— 4, r sin (n— 2) — a, r sin(n —1)Dd —o,, sinnd. 
In diesen enthalten immer die gleich weit vom Ende und vom Anfange 
abstehenden Glieder einerlei Sinus und Cosinus. Vereinigt man diese und 
setzt man also 


1 + ur” = ß 1 — a. 1” = Y 

Ak uf PRERE us BE Su CH hy 

+ 2.7” m) = ß On PN Y 
Uni + +1 e- = Bent On Uni Pr = Yan 
Ü, + OL, = ß. u) 


so werden die m Gleichungen, wenn man sie mit r** dividirt, 
— Beosnp + fi cos (n— 194 5 Pr cos (n—2)P....+ nt cosp+ fr 
0 = ysiand+ - A sin(a—1)P + 41 sin (n—2)P ....+ 4 sind. 


n—i 


Es lassen er aber durch & bekannten Reihen die Cosinus und 
Sınus des vielfachen Winkels als Functionen der Cosinus und Sinus des 
einfachen ausdrücken, und für n gleich einer ganzen positiven Zahl ist 
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allgemein, wenn man alle negativen Potenzen der Cosinns und Sinus des 
einfachen Winkels En 


eosnd = 7"! cos’ — 72 cos®"? + — 
n(n—4)(n— Nr n—7 n—6 n ln Yn—) anc Mn=8 
7% 2" c0osd"" + 19334 I cosd""— elc. 


= yo Er p r000"- 


sin p 
(n—4)(n—5)(n—6) an uni (n—5)(n— 6)\(n—7) \n—8) u‘ A 
vr Lu, 2 ’cosß”""+ T- pi 2° cosd"—"— etc. 


Substituirt man diese Reihen in den beiden letzten Gleichungen, so 


n er zu Yn—5 cos ger 

















erhält man: 
= Yrßcosd”+ Pi 2008 d"!4 Pr Ir os dr? 
r pt 


- T 2"3Bcosd”” 
PB yr—t nn; ß; Nö n—4 
+5 cos® +7? cos® 





ae n—1 Bi n—4 3.02 PB, on n—4 
“ulrsei SE Allah ht 36 cos® 


—3 
B Weyn own 5 BI cosd""*+ .... etc 


= Piycosd"-!+ 127726050"? + 2277"? c0sP"' 


n—? 
1 


En YVtcosd"*-4 7 2° c0sD”° 








y2773 cos" 





n—3 Yı on—4 n—4 (n—4) Y2 on=5 n—5 
— —7- 2 rcosP fin. cos® 


FE n- n- 
on ZH 42 cos®"" + ....etc. 


Man wünscht aber eigentlich nicht cos® zu erhalten, sondern die Gröfse f 
des trinomischen Factors der beiden imaginären Wurzeln, also nach der 
angenommenen Form z=r(cos® +sin® y—1) die Gröfse 
—?Ircosd = Lt. 
Multiplieirt man deshalb, um £ als Wurzel zu bekommen, die Glieder bei- 
der Gleichungen nacheinander mit 
(—?r)), (—2?r)', De Ir), u Ir)’ 

so werden sich beide Gleichungen durch 2” dividiren lassen, und die 

Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI, Hft. 3. 27 
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Endform wird mit Weglassung aller negativen Potenzen von £ sein: 


— Be —B,4" 4 RB," — PB," ae .tPß, 





u en Be er 
afn(n—3) nun (n—1)n— ann 5 1, (9 mu m,  . 
+# 1. 2 rt ir u | Z=B, al ’ 
y n(n—4) (n—5) 6 (n—1) (n—5) (n—6) io 
Pr. I” TEE ßt , 41,2 = a4 nn. 


sn (n—5) (n—6) (n n—7 8 . 
. 1.2.3.4 pr ee 


0 — very HET YET Yan 
—.r’ EEE NR — a) Hyl...h 





all De 3) (n— n—5 (n —4) (n—5) n—6 
re) 
IR —4) (nm —5)(n—6) , un—7 _ n—5)(n—6)\ n—7) ar } 
— ]' Fe z 2 yt rn  —— : t oo. 0f 
I Ar u  ® 1 . J 
v ((n—5) (n—6) (n—7)(n—8) uno 
+-r \ 1. 2, 3, 4 yi .... REEER eie. 


Wenn in die Werthe der ß und Y, und in diese beiden Gleichungen 
für r ein bestimmtes g substituirt ist, so werden beide Gleichungen eine 
semeinschaftliche Wurzel für 2 geben müssen, welche nichts anders als 
der Werth des f ist, was zu dem substituirten g gehört. Die sämtlichen 
Ausdrücke sind höchst einfach. Der Grad der Gleichungen ist nicht höher 
als unumgänglich nöthig, und die Division läfst sich, wie sogleich gezeigt 
werden wird, mit der gröfsten Leichtigkeit vermittelst der Logarithmen 
ausführen, so dafs man ohne Mühe aus dem gemeinschaftlichen linearen 
Divisor beider Gleichungen den Werth von f ohne Zweideutigkeit erhält. 
Gehören mehrere f zu demselben Werthe von 9, wenn nämlich mehrere 
Paare imaginärer Wurzeln gleiche Moduln haben, so wird der gemein- 
schaftliche Divisor ein quadratischer, oder cubischer. Die Wurzeln müssen 
in diesem Falle stets reell sein und die verschiedenen Werthe für die ein- 
zelnen f geben. 

Für die einfacheren gewöhnlichen Fälle sind die Formeln folgende: 

Vier imaginäre Wurzeln. 


1+ur!=Bß 1—wur'=y 
u tor” =Bß, u — ur = Yı 
2, = ß, 


0o= Br —PBt+Pß—?2Pr 
U: == yEe—Yı- 
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Hier reicht die letzte Gleichung schon allein aus. Die erste kann als Prü- 
fung der Rechnung gebraucht werden. 


Sechs imiginäre Wurzeln. 


1 tar zn ß 1 — a,r” —y 
utrur' = ßı y—ar!=y, 
tur” = ß w—ar" = Y% 
20; = ß, 
0= BF —Bıt? + (—3ßrr)t— (B; — 2 Pßır‘) 
0=yt"’—yl +HY—yr. 
Acht imaginäre Wurzeln. 
1 zur’ = B 1—uır’=y 
utrur" =Bßı w—ur" = yYı 
tur! = ß, nB—urt = % 
u,+ua,r” = ß,; y— ur" —y, 
20, = ß, 
= PE-AL+ RAR 3Br)e+ BB —2ır +2Bri 
= yP-YMP— M—Iyr)t — (y—Yır?). 


Es würde keine Mühe machen, die Division in Zeichen wirklich 
auszuführen und den Ausdruck von £ als Function von r? und den ß und 
'y hinzusetzen. Allein es ist weit bequemer, die Division numerisch zu 
machen. Denn vermittelst der Gaufsischen Tafeln, welche aus den Loga- 
ritımen zweier Zahlen sogleich durch einmaliges Eingehen den Logarith- 
men der Summe und Diflerenz ganz strenge finden lassen, und die beson- 
ders für Logarithmen von 5 Decimalen höchst bequem sind (für 7 Deeci- 
malen ist mir der Gebrauch dieser Tafeln nicht so bequem vorgekommen, 
doch kann es Mangel an Uebung sein), dividirt man solche Gleichungen 
mit einer Leichtigkeit in einander, die nichts zu wünschen übrig läfst. 

Bei den Gaufsischen Tafeln wird der Logarithme von a+b ge- 
funden dadurch, dafs man zu dem Logarithmen der gröfsten Zahl eine aus 
den Tafeln genommene hinzulegt oder abzieht. Die Form ist also all- 
gemein 


lg(a+b) = 1Iga+B, 
wo B mit Iga—Igb gefunden wird. Man bestimme nun die Liogarithmen 
sämtlicher Coeflicienten beider Gleichungen, und bringe sie durch Ab- 


ziehen von Jg in der ersten, und Igy in der zweiten Gleichung auf 
27 
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die Form 

0=t —i + len 

= ji-1 u, FT he un ee — ee 
Hier bedeuten die d und & die Logarithmen der Coefficienten, denen die 
Zeichen ebenso wie den Zahlen vorgesetzt werden. Geht man nun mit 
d—.e oder <—0 in die Gaufsischen Tafeln ein, und ebenso mit 6’ — s‘ oder 
e —.0‘ ete., so erhält man die verschiedenen B, die gehörig unter & «’ « 


gesetzt werden, und nach den Zeichen mit dem grölseren Logarithmen 
verbunden geben 


o= Aa EG A Br HUT 
Diese Gleichung bringt man wieder durch Abziehen von £ auf die Form 
0O= tr! +97 4907 .... etc. 

und verbindet sie auf dieselbe Weise mit der Gleichung vom (r—1)'" 
Grade. Auf dieselbe Weise fährt man fort, bis man zu dem linearen ge- 
meinschaftlichen Factor kommt, der gleich Null gesetzt, den Werth von f 
giebt. Das Schema ist also folgendes: 

o= pt" — Pi + B—nBrE"? zercrer.. ic. 

= yet — y0 + Yy— (nm —Yyr’)t” .... etc. 

Hieraus werden zuerst die Logarithmen statt der Zahlen gesetzt, die Zei- 
chen der Zahlen aber beibehalten, und dann wird nach und nach gebildet 
= ++ NT 
OÖ Let"? het Het .... 

B B' A 


a 7 u EB 7 Du BE 


gi = 2 u. le 22 Sa Aue a 
B; B, B! .... 


0 Eu u En ie wir 
ge? En FR Aut + FE Aut u > EN 
B, B.  BUR 


I 1 





DI 
Bw 





0 


\ 





ur” 4 ut? - Da Au FERRRE 

= ze? 4-1" - 1’ + 17 BEURM 
Die einzige Tafel, die man gebraucht bei dieser Division, ist die 
Gaufsische für Differenz und Summe der Logarithmen, und die Haupt- 
Aufmerksamkeit wird auf die Zeichen gerichtet werden müssen, um gehörig 
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zu addiren oder zu subtrahiren, und dem Resultate sein ihm zukommendes 
Zeichen zu geben. 

Die beiden Gleichungen zwischen 2 und r haben aber noch eine 
weitere Bedeutung, die für die Auflösung der Gleichungen im allgemeinen 
von Wichtigkeit ist. Denn wenn gleich sie aus der Form der imaginären 
Wurzeln abgeleitet sind, so gelten sie doch für alle trinomische Factoren, 
auch für die, deren Wurzeln reell sind. Wenn für irgend welchen tri- 
nomischen F'actor 

za +ic-ho 
der Werth von » bekannt geworden ist, und man substituirt ihn au die 
Stelle der * in ß, y und in die beiden Gleichungen, so giebt die Divi- 
sion beider in einander den Werth von £, der zu v gehört. Man kaun 
nämlich die beiden linearen Factoren von @+ix+v jedesmal darstellen 
unter der Form 


, 1 
(e+yvo) (x + ve). 
Denn für ein positives v, oder Yv = einer reellen Gröfse g, wird 


t=9(y+-) 


Y 
und da Z in diesem Falle die Summe beider Wurzeln ist, so werden die 


1 : ; | 
Wurzeln selbst gy und ai oder wenn man sie mit @ und 5 bezeichnet, 


. a a 1 b 
so wird y-= F®, u Y-, g=Yval. 
Diese Form gilt für reelle Wurzelu, welche, wegen v positiv, gleiches 


Ziwichen haben müssen, so wie für imaginäre, bei welchen letzteren 
EEE. © Mi 
Na ayAiT Var)’ Ti Var)’ 
Wenn aber v negativ, der Fall, wo die Wurzeln stets rcell sein 


müssen, aber verschiedenes Zeichen haben, so wird 


y=-v-1V4, 1 = y-ıy2, g=y—Iiyvab, 


Fr 
und folglich 





—— n?2 _L [2?\ 
yzvWriı). 


t= a—J, 
wie es hier sein muls. Substituirt man nun in die Gleichung 
Fatal SR RR un 507 BR > ZONE Lo" 0 
die beiden Werthe von x 
x = —ygy und x 


nz 
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so erhält man zwei Gleichungen 


ge" Be WE oe he n- ig a ‚In? PB 


Fang , —An19Y 4m = 0 
g’”"y TER an C, 2er —(?2n—1) nn ug ya ae 


2 . Die 
Tanya tin 0. 
Man multiplicire die erste mit 9”°”"y”, die zweite mit 9”°”y", so wer- 
den sie 


y" u ug” . a _- 0) g* , ai Pe 
—(In—?) , —(n—?) 


m? m —(n—1) 2 
— 29 a DON ag 
.—) —l ,‚-(in—i) —. „.—(n—? 
) —uJ9 Y ” +09 y . et 
— (27-2) .n—2 (27 ao. 
+ Gan—2 9 BE y" — (one g (2m Dyn 8 


- 


0 


Taang”y"=0 
Liegt man diese beiden letzten zusammen, und subtrahirt sie von einander, 
so erhält man die zwei folgenden Gleichungen : 
EN FL HET Id 
TE TEN 


+a.g”(yr+y) = 


LTE TREE EU ans an 
— ing 2) (y’ 2 y-{n-2) + a (yt— y-D) 
— 0,9" (y"—y”) = 0. 
Um hier die Glieder, welche gleich weit ab vom Anfang und Ende 
stehen, und die einerlei Potenz von y angehören, 


zu vereinigen, setze 
man wie oben: 


1  g,, u. — ß 2 On ” = 
Gt Ya-ı ie = ß, L — Yan u _ = N 
nt mag —Pp, N yy, 

nt npı 9° = PB. On — Orr zz Yu. 

20, = u. 


so erhält man die Form 
A —n\ ß im u (N ]) £ N {n—% 
LITER TEE rt 
Pr—ı - 
gemi (y -- F n FB, 
B n Yıyya- (1) ei a N 
vv’) u —,) )Ta0 y ) 


PR, 


4 En 
gr. 


z 1 PPFORER 
(y—y”) — (, 
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Es haben nun aber die hier vorkommenden Functionen die Eigenschaft, 
wovon man sich durch unmittelbare Rechnung überzeugen kann, dafs: 


y"+Yy”=(y+y‘") ET a 2 A 
y’—y — (yv+y7) (vi (n—1) N) aa —y7 BR ’ 
für welche letztere Gleichung man — schreiben kann 


I = NIT) ): 


De zu y—y vr! 











fängt man also von den einfachsten Functionen dieser Art an, so ist 


y+tyr'-?2 

y+ty'= r nach dem Obigen 
Y+ty'-= 2 

Y+r'’= w—3 ; 
y+ıy'= 4 ar 


und allgemein, was sich ebenfalls durch a bei dem Uebergange von 
n auf n-+1 zeigen läfst, mit Weglassung aller negativen Potenzen von ?: 


ar _n i" a T n ran m Rh B 5) 1 
Y y m — ER % 

2 u, g" gr + — u A 1. 92 e gr Pr 

eine Reihe, die ganz der obigen Cosinus- Reihe REN da ihre Ablei- 
tung auch völlig identisch mit der von der Reihe für cosnD ist. 





Eben so ist 














N) a) 
et 
„—mamı0 
De 
re 
Mas ME. 
y- r” 5 
„—r? 2? 

un DE 
r-y g 
Put nd 
5__ 5 t* t? 
II. u — it 
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und allgemein mit Weglassung aller negativen Potenzen von ?: 


„a_u pri 173 
— — 7 — (n—?2) 





(n— a A tun Ang 


__n—4)(n—5)(n—6) Eh 





er n ge 
y 


—— 





" u 1.2.3 “ 


Eine Reihe, die wiederum mit der aa Reihe für = der Form und 


Ableitung nach identisch ist. 


Substituirt man nun diese Werthe in die obigen Gleichungen, und 
multiplieirt sie nachher mit 9”, so erhält man 


er Be + Bl — 


Be... +ß, 


— En? — Ba NE" + BR — DE... 





rg‘ g® »— app, (n 
I \ 
a PR 


—1)(n— 
u..8 


x Ya-ı 





D ns 4 sent etc. = (0, 


— YA NT Ya +y aM... 


—3)(n 
1.2 





+ hy 


das heifst ganz die obigen Gleichungen. 
um Yo = 9 bequemer zu schreiben. 
in den sämtlichen Formeln nur Potenzen von 9° vor. 


statt vo eingeführt ist, 


— 4) D> N 


n —4)(n— 
Y ( 2 
Es ist klar, dafs hier 9° nur 
Auch kommen 
Hiernach läfst sich 


uns .. 





. R etc. == (0, 


gaıız allgemein folgender Satz aussprechen: 


Wenn in einem trinomischen F'actor einer Gleichung 


gen - Eu n- 0, a -4- “ — 0, 
der von der Form ist +tz-+v, die Gröfse v auf irgend welche Art 


bekannt geworden ist, so findet man das zugehörige £, 


On a 
1 un ß 


. 1 Ü2n—1 ß 
u Ba ie = ul > 


“. + 2 = ß, 











& 
On] r — = Be 


? ÜL,. = ß, 


wenn man setzt: 


On 














B ai TE —— Y 
On 

er or. vr Yı 
Ean—2 

di — a = Y: 
En+i 

a nz Fr — Nat 


und dann die gemeinschaftliche Wurzel der folgenden beiden Gleichungen, 
in welchen alle negativen Potenzen von 2 weggelassen werden müssen, 
auf bekannte Weise bestimmt: 
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Rt" — BER — PB," rk +ß, 
—v Pr!" — PB (nm I)" HR. nm — 2) t—....} 
(n—1)(n ed. 


ı?? fe v—ß,- En en nie 


— 1 [p PR IR 3) u _ Run etc. = 0, 


VEIT YUV Ya 
—v|yin— ne ET ... 














„f.,(n—3)(n —4) mn 4)(n—5) ın 
+0 ly 1.2 ‚283 y° 1.2 hen 
ee er... et. = 0. 


Aus diesem Satze folgt, um solches beiläufig zu erwähnen, eine Auf- 
lösung der Gleichungen des vierten Grades, deren Ableitung von den an- 
dern Auflösungen etwas verschieden ist. Wenn die Gleichung des vier- 


ten Grades heifst: 
"+2 +0” +2 +0, = 0, 
so werden die Hülfsgröfsen ß und y gefunden durch: 


a 17 
1 7 _. 1 —z u 
a & 
Gt <r = ß, n Geuader= = Yı 
2, — ß, 


und die Bedingungsgleichungen zwischen jedem v und dem zugehörigen Z sind: 


er—BE+BR—2Pr = 0 














ytr-y=d 
Die letztere lineare Gleichung giebt, wenn man die Werthe von y und y, 
substituirt, 
wa fı = °ı vr —4,V 
— DZ — ——_, 
7 WR 
Es ist folglich die Gleichung entstanden aus dem Producte der beiden 
Factoren: 
2 1, a, v?—a,v „1 0, vv —a,v 
(« + v—o, x +2) (+ © v?—a, + ’)= 


Da hieraus folgt vv’ =o«,, so lassen sich, wenn man diesen Werth 
substituirt, die Factoren auch schreiben: 


+ et) Het) = 0 


Crelle's Journal d. M. Bd. XXI. Hit. 3. 28 
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218 8. Encke, über allgemeine Auflösung der numerischen Gleichungen. 


deren wirkliche Multiplication giebt: 





3 a ” Pr) (re 
a’ + 08 +iv+o +(@ ne - — tue tvV = 0. 
Man hat also zur Bestimmung von v und v’ die beiden Gleichungen: 
vv’ = &, 
a,v—& a, vl —u 
4 a) - 
.. v— u’ u —v uch 


Führt man die Multiplication wirklich aus in der letzten Gleichung, 
so läfst sich Alles durch Ben und vv’ ausdrücken, denn es wird 
a? Br : „ 
vv ” a a 
Seizt man also für vv’ seinen Werth «a, und bezeichnet 
votV=y 
so hat man die cubische Gleichung 
Y’—uy +1 —4a)y—(a—4,u,+0?o,) = 
aus deren Auflösung man y findet. Ist dieses gefunden, so wird: 





= ( 





v = 4iytv(y—4a,) 
v = ı{y—vV(y’—4a,) 
und dann 2 und f’: 

— 9a 
du, Mt Sn 
pi ] — 2a, 
Fe ige vu K )- 


Die cubische Gleichung giebt für y mindestens einen reellen Wertlı. 
Hat sie nur eine reelle Wurzel, so wird für diese jedesmal „’—4u, eine 
positive Gröfse sein müssen, weil v und v’ jedesmal reell gewählt werden 
können. Dieses wird der Fall sein, wenn die ursprüngliche Gleichung 
2 reelle und 2 imaginäre Wurzeln hat. Man nimmt den reellen Werth 
von y und hat alles übrige ohne imaginäre Gröfsen bestimmt. Hat die 
cubische Gleichung drei reelle Wurzeln, so ist entweder für alle drei 
y’—4u, eine positive Gröfse, der Fall, wenn alle Wurzeln der ursprüng- 
lichen Gleichung reell sind, wo es Sache der freien Wahl bleibt, welche 
Wurzel man nehmen will. Oder es ist nur eine der drei reellen Wurzeln, 
so grols, dafs y’—4a, positiv wird, der Fall, wo alle Wurzeln der ur- 
sprünglichen Gleichungen imaginär sind. Eine solche mufs es jedesmal gehen, 
weil v und v’ immer aufeine Weise reell gemacht werden können, und wenn 
man sie wählt, so ist die Rechnung wieder frei von imaginären Gröfsen. 
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Sobald vo und ? gefunden sind, so werden die einfachen Factoren 
des trinomischen Factors am leichtesten auf folgende Art bestimmt, wobei 
drei Fälle zu unterscheiden sind: 

1) © positiv tI<2yv 


m == cosd; e° I/r+r= (x an (cos® + sin ® | Yv) 
(2 + (cos® — sn y—iyv), 
2) v positiv T>2yov 
en — sin®; x” 4 f- —- = (x + cotg ı®D Yo) (x + (g} ® vo), 
3) © negativ 
Nm —=gd + = (a4 0lg}dyo)(@—1g}dVo). 


Es wird hier bei Yv überall abgesehen von dem Zeichen, was v vor sich 
hat, und nur seine absolute Gröfse in Betracht gezogen. 


Bei der Anwendung dieses allgemeinen Satzes macht man den Grad 
der Gleichung immer zu einer geraden Zahl; wenn es nöthig sein sollte, 
durch Hinzufügung emes Factors (2-0) oder durch Multiplicaiion der 
Gleichung mit x, wobei o,, dann = Null wird. 


Aufserdem kann bei der Benutzung der oben entwickelten Art, die 
v durch lauter gerade Potenzen der Wurzelu zu bestimmen, der Zweifel 
entstehen, ob in den trinomischen Factoren v positiv oder negativ zu 
nehmen ist. Will man diesem Zweifel ganz ausweichen, so bestimme 
man nicht die trinomischen Factoren der gegebenen Gleichung selbst, son- 
dern die trinomischen Factoren der Gleichung, deren Wurzeln die Qua- 
drate der ursprünglichen Wurzeln sind, oder der ersten unter den abge- 
leiteten. Diese Gleichung wird nämlich zu Wurzeln haben 1) die Qua- 
drate der reellen Wurzeln der gegebenen Gleichung, die als Quadrate 
ihrer Natur nach positiv sind, und stets ein positives v geben müssen; 
2) die Quadrate der vollständigen imaginären Wurzeln der gegebenen 
Gleichung, die den trinomischen Factor x? + 2g’ cos?dx + g* geben, 
und also ebenfalls ein positives v; 3) die Quadrate der unvollständigen 
imaginären Wurzeln unter den gegebenen, +9 y—I, 2—gy—I, wenn 
solche vorhanden sind, in denen ®= 90’ oder überhaupt von der Form 
(n +4), diese werden den trinomischen Factor © — ?g’x -+ 9°, also eben- 
falls ein positives vo geben; auch kann nie der Fall eintreten, dafs die 
beiden einzelnen Kactoren (2 — g’)(2 — g’) getreunt würden, und sich so 

28 * 
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mit anderen zu einem negativen v verbänden, da die v stets ihrer Gröfse 
nach geordnet erscheinen, und folglich zwei gleich grofse lineare Factoren 
sich notwendig zu einem trinomischen Factor vereinigen müssen. Wenn 
man auf diese Weise die trinomischen Factoren der ersten abgeleiteten 
Gleichung, welche etwa durch 
@+bce+ov, 

bezeichnet werden mögen, gefunden hat, wo v, nolhwendig stets positiv 
sein muls, so hat man für die Factoren der gegebenen Gleichung 

v=+yv, t=y(bht?2yv,) 
wo die Vorzeichen zusammengehören, und wobei man aueh noch den Fall, 
dafs 2 positiv oder negativ sein kann, in Betracht ziehen mufs. Bei reellen 
Wurzeln wird sich dieses leicht entscheiden, und bei imaginären kann man 
auch immer direct die Factoren der gegebenen Gleichung selhst bestimmen, 
da v bei diesen immer positiv ist. 

Ueberhaupt ist diese Ungewifsheit über das Zeichen von v® von kei- 
nem practischen Nachtheil. Denn der Fall, wo man bei reellen Wurzeln 
es vorziehen mufs, die {rinomischen Factoren statt der einzelnen Wurzeln 
selbst zu bestimmen, tritt nur ein, wenn zwei Wurzeln gleich, oder so 
nahe einander gleich sind, dafs sie erst sehr spät sich von einander tren- 
nen lassen würden. Unter gleichen Wurzeln werden alle die verstanden» 
welche der absoluten Gröfse nach ohne Rücksicht auf das Zeichen ein- 
ander gleich sind oder nahe kommen. Hin solcher Fall ist an sich schon 
sehr selten; wenn er aber eintritt, so giebt es ein fast immer unfehlbares 
Kennzeichen, das oder die v, die zu reellen Wurzeln gehören, von denen 
zu unterscheiden, die von imaginären gebildet werden. Denn da alle reel- 
len Wurzeln gleich in der ersten abgeleiteten Gleichung nur positive 
Wurzeln geben, so kann irgend ein negatives Zeichen überhaupt nur dann 
in irgend einer der abgeleiteten Gleichungen vorkommen, wenn die erste 
Gleichung imaginäre Wurzeln hat; und bei den verschiedenen Stufen, die 
m und mit ihm cosm® durchgeht, wird auch fast immer in einer der ab- 
geleiteten Gleichungen in diesem Falle einmal ein Minuszeichen erschei- 
nen. Dieser Zeichenweehsel wird einem oder mehreren Coefficienten, in 
denen er zuerst sich gezeigt hat, wiederum in den meisten Fällen eigen 
bleiben, und kann besonders bei den höheren Potenzen der Wurzeln als 
ein sicheres Kennzeichen angesehen werden, dafs der Coefficient, welcher 
zuerst nach einem solchen Minuszeichen eine bestimmte Grenze erreicht, 
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den Modul einer imaginären Wurzel enthält. Man kann daher mit völli- 
ger Sicherheit schliefsen, dafs wenn vor einem Gliede, wodurch ein v 
bestimmt wird, ein anderes vorhergeht, welches bei den höheren Potenzen 
irgend einmal einen Zeichenwechsel dargeboten hat, das aus diesem Gliede 
erhaltene ® nothwendig positiv ist, und wird nur bei den v, denen nie 
ein Zeichenwechsel vorangegangen ist, über das Zeichen ungewifs sein 
können, und also auch nur in diesem seltenen Falle zu dem vorgeschlage- 
nen Mittel zu greifen brauchen. 


Endlich wird es in jedem Falle zweckmäfsig sein, die beiden linea- 
ren Gleichungen in Bezug auf f, die aus dem Coefficienten «, und «,,_ı 
hervorgehen, mit zu benutzen, so dafs man, vermittelst der zuletzt abge- 
leiteten Gleichungen, immer zwei f weniger als überhaupt erforderlich 
sind, bestimmt. 


Hat man auf diese Weise die erste Näherung für die Werihe von 
Z und v, ebenfalls vermittelst der Logarithmen von 5 Decimalen erhalten, 
so ist es eben so leicht wie bei den reellen Wurzeln, die genaueren 


Werthe zu finden. Die Gleichung 


d, A 
f: = ft ee Az, um [27] + [nz] — 


\x, 
Xo 





findet auch hier statt. Hat der trinomische Factor imaginäre Wurzeln. 
wo folglich 

2%, = — gu(cosd, + sind, Y—1), x, = — (cosd, — sind, yY—1), 
so erhält man durch Substitution von (—g,)" cosn®, für jedes x’, und 
(— 9,)" sinn®, für jedes x”, den Werth von 


fs = [9 cosa®,] + [(—.90) sinnd,Jv —1 


fx; = [9° cosn a] — [9 sinnQlv—1. 
Auf gleiche Weise wird 
Ina] = In(—g,)"cosn®,] + In(— 9," sinn®d, ]v—1 
und [nz] = [n(— g,)" cosn®,] — [v (—9,)" sinn®d,]v —1. 
Endlich wird wegen 


und 


lg, = Is(—9,) + Ig(cos®, + sind, vV —1) 
un: (9), v—1 
und gr = k(-N +Pv— 
Allg, =A 89, +4AD, vi 


und eben so Algx, = Algg, —ADd,v —1. 
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Setzt man also, was immer erlaubt ist, 
(—9,)"cosn®,] = PcosQ In(— g,"cosn®,] = eg cos 
(—g,)" sinnd]| = P sinQ In (— 9," sinn®d,] = e sin /, 
so hat man die zwei Gleichungen 
= Pec0sQ+Psin OQy—1+ {vcosy + esinyy—1} {Algg, +40, v—1 
= PcosQO—Psin OY—1-+fecosp — esnyy—1} {Allg — Adv —1\, 
aus welchen man durch Verbindung vermittelst Addition und Subhstraction 
erhält 
0 = PcosQ+ocosbAlgg,—e sind AD, 
0 = PsinQ@+osinvAlgg,t+ocosYy AD, 
older nach gehöriger Elimination 
Alogg, = em vr, wit [u 
wo der Factor M wie oben den Modulus des briggischen Systems be- 
zeichnet. Aus beiden kann man, wenn man es vorzieht, ableiten 











2Py, eos(O)—w+g,) 

äf, ER: Sa : + 0 

oder Akkf\= — Pcos(O—w+Y0) M. 
0 C0OSYp, 


Die Rechnung kommt sonach im Wesentlichen auf die Substitution 
von den beiden Werthen von x" = (—g)"cosn® und x" = (— g)" sinnd 
hinaus, da die Ermittelung von n(—g)"cosn® und n(—g)"sinn®, oder 
die Multiplication jedes Gliedes mit dem Exponenten der Potenz von x, 
welche in ihm vorkommt, kaum in Anschlag zu bringen ist. 

Sind beide Wurzeln reell, so substituirt man jede einzelne in die 
Gleichung, und bestimmt ihre Correction, wie oben gezeigt ward, oder 
wenn man es vorzieht, so kann man die Correction von v und Z suchen. 
Die Substitution der Wurzeln giebt, wenn Yo=g, 


[970] = 4; (9x, )1= B, 
weil die beiden Werthe von x sind —g,y, und — 3°, und daraus fol- 
ven die Differentialquotienten in Bezug auf den Logarithmen der Wurzeln 
nn y)l=m» Inn] = 4 


Man hat folglich 
A+p Alsg,+2ley,} 
B + 7 {A sg, —A lgy,} ’ 


0 
0 


| 


worals 
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Algg, na 1,5 + = 
malen = 1, — N 


und dann wegen Algzs, =Algg,+Alg (y, -r —) für Wurzeln, die gleiche 
0 
Zeichen haben, folgen wird: 


Algo, == -/5+7) 


/ 
ak = — 15 + ee 2 C0S 15-7) 
= — [5 cos + sin40'} 
und für Algz, =Algg,+Alog(y BEN für Wurzeln, die ungleiche 


Yo 


Zieichen haben, 


ar, = — < + 7} 


pP 
ee er 


5 An 
= —-..,% 0:4? —-, sin! ©). 


p 
In diesem letzten Satze ist durch die Fre der trinomischen 
Factoren die Auflösung der Aufgabe vollständig enthalten, und es wird 
nun keine Schwierigkeit haben, in dem allgemeinen Falle, wo imaginäre 
und reelle Wurzeln zugleich vorkommen, den Gang der Operationen und 
die Form des Eindresultats zu übersehen. Man kann dazu entweder die 
beiden oben gegebenen Formen für reelle Wurzeln und für imaginäre mit 
einander multipliciren, wodurch man erhalten wird 
=" + 1la”] + [nl + la” 0] + la” nt lg” e" 
+ 1[a” 6” e"] + [a” 6” f] + a” g”"] +19” 1)" 
+ {[a” 6" 0” d"] + [a” 0" ef] +[a” 0” g’"] + [a” g”" [| 
+ [rg 0”... etc. = 0. 
Noch einfacher betrachtet man aber jede Gleichung, nachdem man nöthi- 
genfalls ihren Grad durch Multiplication mit x zu einer geraden Zahl ge- 
macht hat, als ein Product der trinomischen F'actoren 
++) HH tt) Hl HVN)....—= 0. 
Wenn dann durch Erhebung der Wurzeln zur m‘ Potenz die Form er- 
halten ist: 


z 


1 
M N lg L, 
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"+62" +9°"°? +5? +0 Ert... +0, 0, 
so findet im Allgemeinen, unter der Annahme, dafs v>v, v’> ev", 
ve’ >v, .... eo" Dev”, und jede reelle Wurzel, welche zu einem ® 
gehört, gröfser ist als jede zu einem kleineren » gehörige Wurzel, oder 


die Quadratwurzel aus einem kleineren v, das Verhalten statt, dafs nach 
der Gröfse der v» geordnet: 


GC, = »" 

G = #"u” 

Ü = P> a > 
16) ge; 


C, +2 PP Ai AA u” 
Die Coefficienten C,, C;, C,;, überhaupt die von der Form C‘,,, sind da- 
gegen Functionen der verschiedenen #; wenn irgend ein v” zu einem tri- 
nomischen Factor gehört, dessen Wurzeln reell sind, so wird C,,,, die 
Form haben 


m 


r? 
wo a, die gröfste reelle Wurzel ist, die zu v, gehört; das letztere hat 


dann den Werth a,.d, und man findet durch Division 
Ca, +1 


m (em ]\ mM 
Ca ae U Te 








m C2r+2 ai br 
0% 9 ae r 


Wenn dagegen v” zu einem trinomischen Factor gehört, dessen Wurzeln 
imaginär sind, so nähert sich C,,;, nicht continuirlich einer bestimmten 
Grenze, sondern hat steis Werthe, die niemals den Werth von 
Pu Data Aa au ao 

überschreiten können. Der Coefficient C,,,, behält folglich immer schwan- 
kende, häufig mit dem Minuszeichen behaftete Werthe, welches letztere, 
wenn es sich in irgend einer der abgeleiteten Gleichungen zeigt, ein un- 
fehlbares Kennzeichen ist, dafs die gegebene Gleichung imaginäre Wur- 
zeln hat. Hai man durch Division von 


Car42 

& 
die v’ gefunden, sie mögen zu imaginären Wurzeln gehören oder zu reel- 
len, so benutzt man zur Bestimmung der Z, wenn nicht mehr als 4 ima- 
sinäre Wurzeln vorhanden sind oder zwei £ gesucht werden, die linearen 
Gleichungen, die sich für die # aus den Coefficienten &, und a,_, der ge- 
gebenen Gleichung finden. Werden mehrere 7 verlangt, so substituirt man 


= vd 
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die Werthe der verschiedenen v® in die oben eniwickelten Gleichungen 
vom n'* und (a—1)" Grade, und erhält durch die Aufsuchung ihres ge- 
meinschaftlichen Divisors den Werth des zu jedem v gehörigen t. 

Im Falle endlich, dafs ein vo” zu völlig gleichen Wurzeln gehört» 
so hat der Coefficient C,,,, den Werth 

Om rt, 

denselben, welcher bei imaginären Wurzeln die äufserste Grenze bildet. 

Ausnahmen von dieser allgemeinen Regel treten nur ein, wenn die 
obigen Bedingungen nicht alle erfüllt sind, wenn also z. B. gleiche reelle 
Wurzeln oder der Modul eines imaginären Wurzelpaares zwischen zwei 
oder mehreren reellen Wurzeln liegt, die der Grölse der v nach zu einem 
und demselben © gehören. In diesem Falle ordnen sich die Glieder, die 
zu solchen Ausnahmen gehören, immer so, wie die Reihefolge der Coef- 
ficienten in den einfachen Factoren, welche diese Ausnahme bilden, sich 
darsteli. Weun also 3 gleiche reelle Wurzeln vorhanden wären, die mit 
der nächststehenden ungleichen reellen Wurzel ein Product zweier {rino- 
mischer Fiactoren bilden werden, so ist wegen 
(c+a)(e+b) = + Sa +) + Sta) HB +a)ct at, 
für <a die Aufeinanderfolge der € 


A FE oe 

Cy4 ET EEE u 

C.,+2 = 30" 0" 6 UT 

Orr43 u. ee 

en TE re ee” 


Und ganz ähnlich werden die übrigen Coefficienten der verschiedenen Po- 
tenzen eines Binoms sich in Fällen von mehreren gleichen Wurzeln zeigen. 
Ebenso übersieht man leicht die Reihenfolge, wenn 5>a wäre. 

Wenn eine reelle Wurzel gleich dem Modul einer imaginären wäre, 
und also wiederum mit der nächstangrenzenden reellen Wurzel verbunden, 
ein doppelter trinomischer Factor sich bildete, so geht die Form 

HFCHNCHNeH+ a) 
= "+la+frNnetrlagraftfgrg)etrlalgtruag + tar 
im Falle a<<g wäre, weil f„ sich dem 29” möglicherweise nähern, und 
auf keinen Fall für immer dagegen als verschwindend betrachtet werden 


kaun, über in: 
Crelle’s Journal d. M, Bd. XXII, Hft. 3. 29 
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+ ++ g”ct "gg" 
und folglich wird die Reihefolge der Coefficienten werden 


OO, = vu"... pur" 

C,,4, = unbestimmt und schwankend 

C,,+, = unbestimmt und schwankend 

Urs mE HH” u... u ea 

ARE Se. LEE ent ul EEE 7 EEE el uk ne 


und ganz ähnlich in allen andern Fällen. Gleiche Moduln bei mehreren 
Paaren imaginärer Wurzeln werden drei aufeinander folgende unbestimmte 
Glieder geben, wenn zwei Moduln einander gleich sind, 5 aufeinander 
folgende unbestimmte Glieder, wenn drei Moduln gleich sind u. s. w. Es 
wird hiernach keine Schwierigkeit haben, sich in allen Fällen den Gang 
erklären zu können, und die Resultate daraus herzuleiten. 

Es mufs hiehei beachtet werden, dafs wenn man immer zu gera- 
den Potenzen erhebt, die Gleichheit der Wurzeln von der absoluten Gröfse 
ohne Rücksicht auf das Zeichen zu verstehen ist, und dafs eben deswegen 
das Zeichen der v, welche nicht zu imaginären Wurzeln gehören, zwei- 
deutig ist, wenn man auf die ursprüngliche Gleichung zurückgeht. Die 
Zweideutigkeit hört auf, wenn man die Gleichung auflöst, welche den 
Quadraten der Wurzeln entspricht. In ihr sind alle v positiv. Dasselbe 
gilt von den Zeichen der einfachen reellen Wurzeln, über welche durch 
unmittelbare Substitution oder auf anderm Wege stets zu entscheiden ist. 

Diese Ausnahmefälle von gleichen Wurzeln und Moduln erfordern 
aber aufserdem noch, bei der Verbesserung der zuerstgefundenen Nähe- 
rungswerthe, eine besondere Berücksichtigung. Denn wenn man nicht aus 
der Natur der Aufgabe, welche durch eine Gleichung ausgedrückt wird, 
weils, dafs in aller Strenge gleiche Wurzel vorhanden sein müssen, so 
giebt die erste Näherung, wenn sie auf gleiche Wurzeln und Moduln 
führt, doch nichts anderes zu erkennen, als dafs diese Gleichung innerhalb 
der Grenzen dieser ersten Näherung stattfindet. Sie kann aber nicht be- 
rechtigten, bei der Verbesserung der gefundenen Werthe diese Gleichheit 
beizubehalten und vorauszusetzen. Es müssen daher die verbesserten 
Werthe durch eine Methode gefunden werden, welche über diesen Punct 
entscheidet, abgesehen davon, dafs die oben angeführten Formeln für die 
Verbesserung der ersten Werthe, die Ungleichheit sämtlicher Wurzeln 
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und selbst eine merkliche Ungleichheit voraussetzen, welche mindestens 
das Doppelte der etwanigen Verbesserung beträgt, und für die practische 
Brauchbarkeit noch stärker sein muls. 

Zur Erhaltung einer solchen Verbesserungsmethode setze man wie 


oben 
[z = (e+a)(c+b)2eH+ce)(c+d).... 
und bezeichne aufserdem das Product 
1 1 I 1 
++ art) 


durch die Form 





1+ayteyr+sy’tay’+.... 

















so dafs 
1 1 1 1 1 
tutti 
1 1 1 1 
= (sFayetb) T @Falar) T @rlet) — Goa] 


sc ERBE VPE ii. + 1 —| 1 ] 
’T (ata)(c+b)(cH+e) " (ata)ictb)eHd) "Ua +a)(c+b)(cH+e) 
oder e, die Summe der Combinationen der m‘ Ordnung ohne Wieder- 


1 1 . . 
holung von den n Elementen En ze etc. bezeichnet. Man wird nun 





U.8,W,. 





ohne Mühe finden, dafs jedesmal 








dfx 
= ufe 
ı #72 
12 dm = al® 
ee 2 
1.2.3 det sfz 
i dr fx — „fe 


1.2.3...m daı"” 
sein wird. Es entlält nämlich „fx die Combinationen der (n— m)" Ord- 


nung von n Elementen («+a), («+ 5), deren es 
n(n—1)(n—?2)..... (n—m-+1) 


Fe 
verschiedene giebt. Jedes einzelne dieser Glieder differentiüirt, giebt (n — m) 
Werthe, in welchen immer (a— rn —1) solcher Elemente verbunden sind, 


d(&m fx) 
da 








zusammen sind also in 


29 * 
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Lead m 
Glieder, deren jedes (n—m—-1) Factoren enthält, und da in dieser Summe 
nur Combinationen von der (a — m—1)” Ordnung enthalten sein können, 
ınd auch alle symmetrisch darin enthalten sein müssen, solcher Combina- 
tionen aber nur 











ala — Ein —A) ehe) 
1.2.3. et 
möglich sind, so mufs sich jede Combination (m-+-1)mal wiederholen. 


Oder es ist 








l(e„fx 
Ent) — (mar fR; 


dx 
woraus der allgemeine Ausdruck folg. Wendet man nun auf fx den 
Taylorschen Lehrsatz an und setzt man 
z =x«"+hx", 
so wird 
0 2 0 
fa = (+ rt Eden. 
Bezeichnet man also durch €, die e„, welche den Factoren (x’-+.a), 
(z’ +5), (x”+c) etc. entsprechen, und substituirt, so wird 
fz = fe {l+E AHEAD" re An°.., 
welche Reihe Glied für Glied der Taylorschen Reihe entspricht, so dafs 
das Resultat aus den »m ersten Gliedern dieser Reihe vollkommen identisch 
ist mit dem Resultat aus den m ersten Gliedern der Taylorschen Reihe. 
Es soll nun fx Null werden für gewisse Werthe von x, also mufs, was 
auch x’ für ein Werth sein mag, da nach der Form von fx die Taylor- 
sche Reihe, wenn sie ganz zu Ende geführt wird, stets den strengen 
Werth giebt, ein Werth von Ax’ gefunden werden, der der Gleichung 
0 = 1+EeAr’+Ee Aa" +8 da... 
entspricht, und jedes Resultat, was aus dieser Form bei einer gewissen 
Anzahl Glieder gefunden wird, mufs eben so aus der gleichen Anzalıl 
Glieder der Taylorschen Reihe hervorgehen. 

Sei jetzt x’ ein Werth, der einer negativen Wurzel sehr nahe 
komnt, eiwa x’ =—a), so wird Ax’=a’—a eine kleine Gröfse der 
ersten Ordnung, deren verschiedene Potenzen nur dann in der Gleichung 

0=1+8A2 + Aa" HE da... 
das erste Glied ...1... aufheben können, wenn sie mit Factoren multipli- 











8. Encke, über allgemeine Auflösung der numerischen Gleichungen. 229 


cirt werden, deren Nenner ebenfalls kleine Gröfsen der ersten Ordnung 
zu den verschiedenen Potenzen von Ax’ erhoben enthalten, während die 
Zähler Gröfsen der 0% Orduung sind. Ein solcher Factor wird in 








1 1 1 1 

ee = Se +5 Fr non ER 1» dag 1 were WR: EEE 

nur das erste Glied sein, wenn die übrigen Wurzeln so unterschieden von 
a sind, dafs 5—a’, c—.a” nicht als kleine Gröfsen der ersten Ordnung 
betrachtet werden können. In diesem Falle werden auch die folgenden 
&35 €) »... keine Nenner enthalten, welche als Gröfsen der zweiten und 
dritten ete. Ordnung die Kleinheit von Ax", Ax”.... etc. aufheben, und 
eine merkliche Gröfse hervorbringen könnten, weil die stattfindenden Com- 


binationen ohne Wiederholung sind. Man findet folglich ohne merklichen 
Feller Az’ aus 
- ° Ax” 


0=1-+eAr = de Drang 
oder Ar = d—a. 
Vermittelst des ersten Differentials von fx wird man daher bei lauter un- 
gleichen Wurzeln und hinlänglicher Näherung an eine derselben, einen 
genaueren Werth finden, worin die Anwendbarkeit und Beschränkung der 
Newtonschen Approximationsmethode ausgesprochen ist. 

Wenn aber aufser a noch eine zweite Wurzel d dem «’ so nalıe 
liegt, dafs &—.a” ebenfalls eine kleine Gröfse erster Ordnung ist, so wird 


nicht allein 





ETEONERTE. 1 


s a— a” b—a®’ 
sondern es kommt nun auch in &? ein Glied vor, welches mit Ax" ver- 
bunden ebenfalls eine Gröfse 0 Ordnung giebt, und nicht ühergangen 
werden darf. Nämlich ohne merklichen Fehler wird 








u 1 
en... ker 
Die Gleichung 0=1+eAX’+e Au 


zerlegt sich dann in die Facioren 0 = (1 +) (1 ——). 


Oder: Wenn zwei Wurzeln vorhanden sind, die einander selır nahe 


. ‘O 2 Mi] 
sind, so berechnet man F und A und findet aus der Auf- 
«A, oA  y 


lösung der quadratischen Gleichung zwei Wurzelu, welche zu dem Nähe- 
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rungswerthe —.«’ hinzugefügt, die wahren Werthe geben, die man sucht. 
Die folgenden &;, &; eic. haben hier weiter keinen Einflufs. In der Regel 
werden, wenn «@' und D’ reell sind, beide Wurzeln dieser quadratischen 
Gleichung reell sein; sind sie gleich, so sind die Hauptwurzeln innerhalb 
der Grenzen der neuen Näherung wiederum als gleich anzunehmen. Sind 
sie aber imaginär, so hatte die Hauptgleichung zwei imaginäre Wurzeln 
von der Form a«+ß Y—1 und a—ßy—1. Indessen muls in diesem 
Falle 9 eine kleine Gröfse der ersten Ordnung sein, weil in e, die beiden 
Glieder für imaginäre Wurzeln 
1 + 1 
za + PyY—1 zt+a— Py—1 








sich vereinigen in 
2(2-+ a) . 1 
ta? FR — Br 
x -a+ — 245 


und also nur dann eine kleine Gröfse der ersten Ordnung im Nenner 
geben können, wenn ß von derselben Orduung wie a—a° ist. Auf die 











’ fx” : 
absolute Gröfse von Fr und . Br „_ kommt es dabei nicht an. Es kann 
KL 
x) i r nu 
der Fall eintreten, dafs dn — — Null wird, sowohl bei reellen als imagi- 


nären Wurzeln. Es ist aber unmöglich, dafs alle Differentialquotienten, 
welche nöthig sind, zugleich Null werden, weil in diesem Falle die Auf- 
sabe eine unbestimmte würde. 


Hiemit ist der Weg für alle ferneren Fälle angezeigt. Wenn bei 
der ersten Näherung =» nahe gleiche Wurzeln gefunden sind, so geht 


man bis zu e), fort oder bis zu iz und löst die Gleichung vom m‘ 


, 
dx?” 


Grade auf. Diese Auflösung, die niemals in solchen Ausnahmefällen zu 
vermeiden sein wird, mufs immer zum Ziele führen, und wird es um so 
leichter, als durch den eingeführten Näherungswerth x’ die Ax’, wenn sie 
verschieden sind, ein sehr merkliches Verhältnifs zu einander haben müssen, 
und die Schnelligkeit der Auflösung von diesem Verhältnifs der Wurzeln 
zu einander abhängt, wie schon oben bemerkt ward. Auch ist es ein 
Vorzug dieser Auflösungsmethode, dafs man von allen Wurzeln sehr ge- 
näherte Werthe findet, und folglich über die mögliche Anzahl einander 
sehr nahe liegender gar nicht in Zweifel sein kann. 
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Für die numerische Rechnung ist es bequemer, zu setzen 
a „Ax® 
r=er+7 
und die Taylorsche Reihe zu schreiben: 


dfx’ Ax’ dıfx’ [Ax’\? 
fe = fe + IE. 22 40 Bet ) + .... 








dx? dx’? =’ 
Es werden nämlich die Werthe 
n df x? n dl? fx° gr 
fz = [«"], Pt Ed == [na® |, af iz —= [n(n—1)x” ], ete. 


aus dem ersten fx” durch einfache Multiplication jedes Gledes mit n (der 
Potenz von x’, die darin vorkommt), mit (n—1) u. s. w. gefunden. Der 


0 
Werth 2% 


r° 
werden können, mit Rücksicht auf den Modulus des briggischen Systems. 





‚ den man findet, wird dann fast immer gleich Alogz=" gesetzt 


Dieses Verfahren gilt allgemein für reelle und imaginäre Wurzeln. 
Indessen ist es vielleicht nicht überflüssig, in Bezug auf die letzteren eine 
nähere Entwickelung hinzuzufügen. Wenn zwei Paare imaginärer Wur- 
zeln von der Form at y—1 und «+P’y—1 einander so nahe liegen, 
dafs die erste Näherung gleiche imaginäre Wurzeln von der Form «’+£ß’yY —1I 
gegeben hat, so braucht hier nur der Fall betrachtet zu werden, wo 
eine merkliche Gröfse hat, weil der andere, wenn ß° sehr klein ist, sich 
aus der Substitution der reellen Wurzel 2’ = —.u’ ergeben würde, wie 
oben bei zwei gleichen reellen Wurzeln angeführt ist. In diesem Falle 
wird &® den Werilı haben, wenn = — «—P’y—1 substituirt ist: 

1 R 1 * 

a— ar +(d— Ar)y—1 Pr 
denn die Verbindung von —’—P’y—1 mit a By—1 und «—P’y—1 
wird in dem Nenner die sehr merklichen Gröfsen —(ß +£)y—1 und 
— (A +B’)y—1 einführen, die sich nicht gegenseitig vernichten. Das- 
selbe wird in & statifinden, welches den Werth erhält: 

1 
Br FIDESFFE- PY-D 

Die spätern Werthe von &, &; haben keinen Einflufs. Man wird also aus 
der Gleichung 














n dfx? Axz® a fx? ([Ax°\? 
0 u ee ) ’ 


wenn für z’ der Werth -—— P'yY—1 gesetzt ist, die beiden Wurzeln 
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für Az’ erhalten 

Arts +B-P) 1} Ar’ ++) y—ı) 
und auf dieselbe Weise, wenn —a’+Pß’Y—1 substituirt ist, die Wurzeln 

Aa’ ta — a —B-Py—1}) Art (BB) y—1} 
und die Verbindung beider Gleichungen vom zweiten Grade in Bezug auf 
Ax”, die aus beiden Substitutionen hervorgehen, wird eine Gleichung vom 
vierten Grade geben, deren vier Wurzeln sein werden 

Ara ER P)V1 Ar + Va + A)V—1}. 
Sind deshalb die Wurzeln wirklich ungleich, so mufs man durch unmittel- 
bare Substitution entscheiden, welches Wurzel-Paar zu @+P’Y—1, und 
welches zu @ —f£"yY—1 gehört. Ebenso wird man bei drei nahe gleichen 
Paaren imaginärer Wurzeln auf eine Gleichung vom 6" Grade geführt, 
hei vieren auf eine vom achten u. s. w. 

Die Form dieser Gleichungen wird sich am leichtesten übersehen 

lassen, wenn man setzt 


a = r’cos®’ P? = sind’ 

und damit 
’— r')" cosn'] —= PcosO (—r'’)" sinn®'] —= PsinO 
In(— r?)" cosn®’] = op cosY I(n (— r")" sinn ®’] = op sin 
In(n—1)(—r')"cosnd] = po’ cosy’ [n(a—1)(—r?)" sinn] = esinY‘ 

[n(n—1)(n — ?)(— r)" cosn®'] = p“' cosy" 

[In (a—1)(a—2)(—r") sinn®’] = e" sinw” etc. 
Es wird dann die gr, aus der Substitution von "= — u’ —P’yf —1: 
= P c0sO+gc0sy“ 7 + 40° cos (: Y +40” cost" (* =) in 


Au? 


+}Psin O-+e sin Van tte sin (2 n) + de‘ sin“ (* =) P” y-i 


a wenn man die Y—1 wegschafk, 
= [Pcos O + geosb +49’ cos w’ (* =): +46" cos y" (2 =); Ri 
+{P sin +osin vz + 3g' sin’ (= =, +40” sin wi “ nn 


welche letztere Gleichung ebenfalls für die Substitulion von = —a"+P’yY-1 
gilt, so dafs man immer nur auf eine Gleichung von demselben Grade mit 
der Anzahl der imaginären Wurzeln geführt wird. 

In den einfacheren Fällen, wo zwei Paare oder drei Paare imagi- 
närer Wurzeln gleich sind, kommt man indessen noch einfacher zum Ziel, 
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und obne alle Zweideutigkeit, wenn man bei der ersten aus der Substitu- 
tion vn 2 = —a—P’y—1 allein bervorgehenden Gleichung stehen 
bleibt, und diese Gleichung auflöst. Man bekommt dann unmittelbar die 
Werthe von «— @-+(ß— P’)Y—1 und von « — a’ + (P’— PP)Y —1. Diese 
Gleichungen unterscheiden sich freilich von den gewöhnlichen dadurch, dafs 
ihre Coefficienten imaginäre Gröfsen sind, aber für die Fälle, für welche 
man Gleichungen direct auflösen kann, also bis zum 4" Grade, oder bis 
zu vier Paaren nahe gleicher imaginärer Wurzeln, wird man diese Auf- 
lösung fast mit derselben Leichtigkeit wie bei reellen Coefficienten machen. 
Es mögen hier noch die einfachen Formeln für die Auflösung einer solchen 
quadratischen Gleichungen mit imaginären Coefficienten folgen. 


Die imaginären Coefficienten lassen sich leicht dividiren und multi- 


pliciren, wenn sie auf die Form Acosu+Asinuy—1 gebracht sind, weil 
2 cosu + Asinu y—1 4 : i 
A Een gt wy—1 u) (cos (Ru) + sin (Rp v—1}. 

Man bringt also die gegebene Gleichung 


0 = P(cosQ+sin Oy—1)+e(cosY +sinYy—1) en 


„c* 


+39 (cosy + siny’ yv—1) (25) 


c® 








zuerst auf die Form 
(=) ++ ind V/ 2 
+22 (000) + sin O-WIV—1) = 0, 








woraus 
An° _ Ele) + sin (y—-y) Y—1) 
2° Mieze g' 





+ y® (cos2(y—w’)+ sin(y—y)Y—1)—2P_’ (cos O—y‘)+ sin (O—y) y—1) 
— o'” ” 
Setzt man jetzt, was immer erlaubt ist, 
0 cos?y = g cosI() —Y)—2Pp cos(O— Y') 
” sin2y= E sinx(Yy—Y)—2Pe sin (O—Y), 














so wird 
Ax  _ glcostw—w)+sin(y — y’)Yy—1) + d(cosy-+-sinyy—1) 
ab E er E' i 
Nun ist 
Ar a — a HP— P)y—1 
"= A 094 a’ + A y—1 4 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXU. Hit. 3. 30 
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Setzt man also 


w—a =Tlcoslh B—P’ = Is 
a = r’cos® ß? a r' sin D’, 
so wird 
Ax 


2 — z cos(L—P’) + sin L—P) y —1, 


folglich wird man erhalten 


 cos(L— 9") = au cos(y—y)+ 2 0087 
z sin(L—P) = vor sin (Y— v5 sin’y. 





Wenn man den wahren Werth von x durch 
— rcos®—rsn® y—1 
ausdrückt, so wird 
r’ cos®’+lcosLh = rcos® 
r’ sn®’+/!sinZL = r sin® 
oder r’+lcos(L—P’) = rcos(d—P) 
I sin(L—0’) = r sin (dD— PD"), 


so dals 


5.0089) = 1— L00s(y —W) + 5 0081 

zn 9) = —L sin y) + siny, 
wobei die doppelten Vorzeichen so zu nehmen sind, dafs die obern zu- 
sammengehören und auch die untern. 


Die sämtlichen Formeln für zwei Paare gleicher imaginärer Wur- 
zeln sind also folgende: 


Man bestimmt aus den Substitutionen von (— r)"cosn® für x” und 
(— r’)"sinn® für x” die Werthe P, 0, 0, %, 0', W. Dann setzt man 
0° c0os2y = Pcos2(y—Y')—2 Pe cos(O—Y‘) 
 sin?y =  sint(dy—y)—2Pe sin(Q — Y‘) 
und hat sofort: 
5 cos(d —D’) = er cos(V—Y) + 5 COS'Y 


> sin d®—P) = — $ sin (v—%’) + 5 siny-. 
Für den ersten Werth kann man bei der Kleinheit von ®— PD" meisten- 


theils —; seizen, für den zweiten, weil nahe eins, den Werth P—P. 


r 
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Man wird dann in den meisten Fällen schreiben können: 
1 
udler" a“ cos(y—Y)+ Anack, 


VD — na sin(v—Y)+ R sin Yy. 


In diesen Ausdrücken sind sowohl die für gleiche Wurzeln enthalten, für 
welche OQ=v=w'=0, als auch läfst sich aus ihnen die oben gegebene 
Bestimmung der verbesserten Werthe bei ungleichen Wurzeln herleiten. 
Es ist wegen des doppelten Vorzeichens + gleichgültig, welchen Werth 
von y man aus 2y wählt, da es freisteht, sowohl y als 1804+Yy zu neh- 
men. Für drei Paare gleicher imaginärer Wurzeln wird die Cardanische 
Formel sich ebenfalls ganz bequem gebrauchen lassen. 


In dem hier Gegebenen ist die Auflösung der Aufgabe vollständig 
enthalten. Es kaun kein Fall vorkommen, der sich nicht in aller Strenge 
durch die angegebenen Ausdrücke lösen liefse. Ungleiche Wurzeln, reell 
oder imaginär, trennen sich von selbst, und bei gleichen oder nahe gleichen 
Wurzeln sind leichte und strenge Mitiel gegeben, von einem gemeinschaft- 
lichen Näherungswerthe aus, entweder der völligen Gleichheit der Wur- 
zeln sich zu versichern, oder die einzelnen Wurzeln selbst zu berechnen. 
Bei einem practischen Gegenstande wird es jetzt noch ein Interesse ha- 
ben, an einigen Beispielen den Gang der Rechnung kennen zu lernen. 


Als erstes Beispiel möge die Gleichung siebenten Grades dienen, 
wodurch nach Gaufs die Puncte auf einer gegebenen Absecissenlinie be- 
stimmt werden, welche für die mechanische Quadratur das möglichst vor- 
theilhafte Resultat geben, wenn man überhaupt nicht mehr als sieben Ordi- 
naten ang will. Diese Gleichung heifst 

63 = 175 63 1 
a: Eh u + 78 a 
Sucht man "hier zuerst A ai der Coefficienten auf, welchen die 
Zeichen ebenso wie den Zahlen vorgesetzt werden, so wird die Gleichung: 
x’ — 0,54406802°+-0,685397 12°—0,52703472°-+0,0877000-°—9,3429745.r° 
+ 8,2126407 x — 6,4644527 = 0. 
Es ist für die Rechnung angenehmer, keine Logarithmen von Brüchen zu 
haben, weil man bei der Erhebung zu sehr hohen Potenzen immer dann 
beachten mufs, ob —10 oder —20, oder ein anderes Vielfaches von 10 
von der Uharacteristik abgezogen werden mufs. Man lege deshalb zu 
30 * 
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dem Logarithmen aller Coefficienten ein Vielfaches einer solchen Zahl hinzu, 
welche die Brüche wegschafft, und zwar zu dem Coefficienten von x" 
das rfache dieser Zahl, so wird man alle Wurzeln mit einem bestimmten 
Factor multipliceirt erhalten. Kann man dabei bewirken, dafs «, = 1 wird‘ 


so wird die Rechnung etwas bequemer. Hier wird der Zweck erreicht, 


10— 6,4644527 


wenn man die Vielfachen von 5 = 0,5050782 hinzulegt. Die 





Gleichung wird dann 


x —1,0491462x2°+1,69555352°— 2,04226932?+ 2,10801482°— 1,8683655.x? 
—+1,2431099& — 0,0000001 = 0. 

Bei dem Anfange der Rechnung zeigt sich hier sogleich, dafs man 
mehr als fünf Decimalen bei den ersten Erhebungen zu höhern Potenzen 
anwenden mufs. Denn es wird z. B. 

lg.a2 —= +3,39111 

lg — 20,0; = — 3,39245 

Ig+2uo, = +2,40904, 
Wenn aber die Differenz zweier Logarithmen so klein wie hier ist, nur 
0,00134, so bewirkt nach den Gaufsischen Tafeln die Unsicherheit einer 
einzigen Einheit in der letzten, fünften Stelle schon einen Fehler von 
330 Einheiten in dem Logarithmen der Differenz, so dafs sich das Resul- 
tat gar nicht verbürgen läfst. Man wird also die beiden ersten Erhebun- 
gen hier mit 7 Decimalstellen ausführen müssen, so wie es überhaupt vor- 
theilhaft ist, die ersten Erhebungen möglichst genau zu machen. Die Feh- 
ler in denselben pflanzen sich zu beiden Seiten in vergröfseriem Maafs- 
stabe fort, besonders bei Gleichungen, wie diese, mit lauter reellen Wur- 
zeln, in denen immer Subtractionen vorkommen. Man findet so: 


Potenz der Wurzeln —= ?' 
x’ +1,4180048x°+ 2,3959870x°-+ 3,0189949.x°+ 3,773840 1x°+ 3,0739348x° 
+ 2,2004297x + 0,0000002 = 0. 


Potenz der Wurzeln = 7% 


x’+2,2735735x°-+ 4,0410890x°-+ 5,3386202:x’+ 6,0534451x°+ 5,9093643.x? 
+ 4,3578860x + 0,0000004 = 0. 

Von hier an kann man mit fünf Decimalen rechnen, weil sich doch, 

des eben bemerkten Umstandes wegen, auch bei sieben Decimalen die letz- 

ten Stellen nicht verbürgen lassen werden. Die kleinen nöthigen Hülfs- 
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mittel, bei den grofsen Characteristiken eine Anzahl Einheiten erst weg- 
zunehmen, und nach gemachter Addition und Suktraction wieder zuzu- 
legen, wird jeder Rechner sich selbst machen. Schon von jetzt an sind 
die Producte der entfernter stehenden Coefficienten wenig merklich. 


Potenz der Wurzeln — ?° 
x’+ 4,12268x°+ 7,614952°-+ 10,36176x'-+ 11,966402°’+ 11,78333x° 
+ 8,71441x + 0,00000 =0. 
Potenz der Wurzeln = ?* 
x’+ 7,970942°-+- 15,037232°°+ 20,65592x°+ 23,91840x2’-H 23,56553x° 
+ 17,428822 + 0,00000 = 0. 
Potenz der Wurzeln = 
x’+15,81746x°+ 30,042312°-+ 41,30800x°-+ 47,836792°4+ 47,13106.x° 
+ 34,85764 + 0,00000 = 0. 


Potenz der Wurzeln = 
x+31,61214x°-+ 60,083662°+ 82,61598x*4+ 95,673580°+ I4,W212x° 
+ 69,715282 + 0,00000 = 0. 
Potenz der Wurzeln = U 
x’ +63,22365%°+120,167322°++165,23196x°+ 191,347 162°-+188,52424x* 
-++-139,43056x + 0,00000 = 0. 
Hier wird die Rechnung geschlossen. Bei allen andern Coefficien- 
ten sind schon die neuen Werthe die reinen Quadrate der früheren, und 


auch bei «, wird & — 2a, nicht mehr von «? sich unterscheiden. Es sind 


olglieh alle Wurzeln reell, und wenn man die Logaritimen nach einander 
subtrahirt, so hat man 


ga” = 63,22365 lga = 0,493935 
lgb'? = 56,94367 lgd = 0,444872 
lgc'” = 45,06464 lgc = 0,352067 
lgd!® — 26,11520 led —= 0,%04025 
lge”® = 125,17708— 123,0 lge = 9,977946 
gf"” = 7890632 — 128,0 Igf = 9,616456 
lg.g"® = 116,56944 — 256,0 lgyg = 8,910699 


Zieht man von diesen Wurzeln den oben hinzugefügten Logarithmen 
0,5050782 ab, so hat man die wahren Wurzeln der gegebenen Gleichung 
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lga = 9,98886 
lgd = 9,93979 
lgce = 9,84699 
led = 9,69895 
lge = 9,47287 
lgf = 9,11138 


lgg = 8,40562 
Werden die negativen Werthe dieser Wurzeln, um ihre Zeichen kennen 
zu lernen und sie zu verbessern, in die Gleichung substituirt, so zeigt 
sich, dafs sie keinen Fehler geben, der auch noch bei einer Rechnung 


mit sieben Decimalen bemerkt werden könnte. So z. B. findet man für 
led = 9,9397900 








x = +40,3789047 72 = + 2,6523329 
4x —= — 1,5233790 64x = — 9,1402740 
4x = + 2,4229648 96x = 4 12,1148240 
4, = — 1,9328347 4x = — 7,7313388 
04% = + 0,8073689 34x = + 2,4221067 
a,x0° —= —0,1669377 2a,2” = — 0,3338754 
X = + 0,0142047 «x = + 0,0142047 
OL, = — 0,0002914 MM’ de 2 00020100 Sr 
fx’ = + 0,0000003 h 


Es würde folglich 

— 0,0000003 

—0,0020199 

wenn überhaupt der Werth von fx’ verbürgt werden könnte, was hier 
keinesweges der Fall ist, da 3 die achte bedeutende Ziffer ist in den Zah- 
len, aus denen fx’ gebildet wird, während schon die siebente ungewils 
sein mufs. Will man also hier die Logarithmen der Wurzeln verbessern, 
so mufs man bei der Substitution Logaritımen von 10 Decimalen auwen- 
den oder unmittelbar substituiren, eine Mühe, die hier unnöthig scheint, da 
Gaufs die Wurzeln bis auf 16 Decimalen gegeben hat, so dafs man den 
strengen Werth mit dem gefundenen genäherten vergleichen kann. Die 
l,ogarithmen der wahren Wurzeln und die Unterschiede von der eben ge- 
fundenen ersten Näherung sind: 


1 
wa lgx’ — 
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Iga = 9,98881 Unterschied 0,00005 
b = 9,93990 u. 0,00011 
c = 9,84691 . 0,00008 
d = 9,69897 n 0,00002 
e = 9,47287 r 0,00000 
f = 911138 % 0,00000 
9 —= 8,40562 ö 0,00000 


Die Wurzeln (nach meiner Benennung) sind alle negativ. Obgleich 
diese Unterschiede für die erste Näherung sämtlich höchst unbedeutend 
sind, der gröfste = 20'505 des Ganzen, so sieht man doch, dafs sie im 
Grunde blofs von dem bemerkten Umstande bei «, in der ersten Poten- 
zirung herrühren. Ich habe dieses Beispiel als das ungünstigste unter den 
mir bekannten bei der ersten Näherung gewählt, wie überhaupt die Lage 
von sieben reellen Wurzeln, sämtlich zwischen 9 und 1, bei jeder Methode, 
wegen der Nothwendigkeit, mit gröfserer Genauigkeit, als man sonst bei 
den ersten Versuchen zu thun pflegt, zu substituiren, die Lösung erschwert 
haben würde. Die Vergröfserung der Wurzeln allein würde bei keiner 
Methode wesentlich zur Erleichterung beigetragen haben. Hätte man übri- 
gens, wozu aber kein Grund vorhanden war, dem oben gefundenen Werihe 
von fx” trauen wollen, so würde man erhalten haben 

Algbrigg.x’ = + 0,000065, 
wodurch man der Wahrheit näher gekommen wäre. Ein Zeichen, dafs 
die Uebereinstimmung der ersten Näherung nicht blofs zufällig war. 

Als zweites Beispiel kann die höchste Gleichung dienen, welche 


Fourier in seinem vortrefflichen Werke pag. 111 unter den Beispielen 


aufführt:: 
© — 22 — 32° +4 —52 +6 = 0. 


Potenz der Wurzeln = ?' 
= +42 — 22° — 22429) — 14° — 3 +36 0. 


Potenz der Wurzeln = 7° 
=" +202°+782°+542°+589. 2° + 1356 2° + 1537 2°-+1296 — 0; 
oder, um von jetzt an Logarithmen zu gebrauchen : 
2’ + 1,301032° + 1,89309&° + 1,73239:0* + 2,770122° + 3,14176° 
+ 3,186672 +3,11261 = 0. 
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Potenz der Wurzeln = 
x’ + 2,387392° + 3,707742° — 4,56350.2* + 5,958565.2? + 5,39859.2? 
— 6,08996:2 + 6,22522 = 0. 
Die Minuszeichen in der zweiten Gleichung zeigten schon an, dafs 
imaginäre Wurzeln vorhanden seien. In der letzten Gleichung kann man aus 
dem Orte der Minuszeichen mit Sicherheit schliefsen, dafs der Coefficient von 
x’ einen Modul, und das bekannte Glied einen zweiten Modul geben wird. 


Potenz der Wurzeln = ”% 
+ 4,693132°+  7,649952°— 9,391982°+ 11,185572°-+ 11,948107°? 
+ 11,337502 + 12,45044 = 0. 
Potenz der Wurzeln = ”° 
x’+ 9,370022°+ 15,349982°— 18,876582°+ 22,446232°+ 23,75387.2° 
— 24,658492 + 24,90088 = 0. 
Potenz der Wurzeln = ”° 
x’ +18,739712°+ 30,703002°— 37,835352°+ 44,897182°+ 47,76037:x? 
+ 49,068872 + 49,80176 =. 
Potenz der Wurzeln = 7 
2’ +37,479422°4 61,406012°— 75,515942*+ 89,794412°+ 95,495822° 
+ 97,808542 + 99,60352 =. 
Potenz der Wurzeln = ?° 
x’ -+74,958842°+122,512022°—151,321532°+179,588822°+190,99129:2° 
+195,211322 +199,20704 = 0. 
Hier schliefst die Rechnung, da alle Coefficienten, mit Ausnahme 
zweier, zu imaginären Wurzeln gehöriger, welche durch die Minuszeichen 
angedeutet waren, reine Quadrate sind und im Fortgange der Rechnung 
keine Veränderung würden erleiden können. Zieht man jeden vorher- 


gehenden Coeflicienten von dem folgenden ab, so geben die Verbindungen 
der Coeflicienten von 


x’ und = lga’” = 74,95884 lga = 0,292808 
x’ und =° 155° —= 47,85318 lgd = 0,186977 
x’ und z° unbestimmt 

x’ und x° lgg’” = 56,77680 lgg’ = 0,221785 
=’ und x? lgc” = 11,40247 lgc = 0,044541 
x’ und x unbestimmt 

z’ und =’ gg” = 8,21575 lgg”" = 0,032093. 
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Da hiernur zwei Paare imaginärer Wurzeln sind, so kann man die 
beiden in Bezug auf f linearen Gleichungen, die sich aus &, und «a, erge- 
ben, anwenden. Hiezu ist es aber erforderlich, erst des Zeichens von a, 
b, c sich zu versichern. Eine beiläufige Substitution zeigt, dafs @ positiv 
ist, 5b negaliv und ce negativ. Denn es geben z. B. bei ec, wenn man 
Ilgr = —0,044541 (oder negativ) substituirt, die ungeraden Potenzen x’, 
x, x’, x den Werth der aus ihnen erhalienen Summe 


— + 10,9106 
und die geraden Potenzen x’, x* und x’ den Werth der aus ihnen er- 
haltenen Summe = + 10,9106. 


Es mufs folglich ein positiver Werth von x substituirt werden, oder 
ce negativ geuommen. Die beiden linearen Gleichungen sind 
arb+c+ ff =u=0 
Fgtab+ac+tbe) tab f Fabeg’ f= u, = —5, 
welche in Zahlen ausgedrückt werden 
f+f = + 0,6834 
3,60055 f+ 5,57264f' = + 1,25927, 
woraus man erhält 
f = + 129258 ff = — 0,60917. 
Die erste Näherung giebt daher die Gleichung als das Product der Factoren 
(2 + 1,96249) (2 — 1,53790) (2 — 1,10800) (2? +1,29258 2 + 1,66642) x 
(2° —0,60917 2 + 1,07669). 
Will man diese Werthe verbessern, z. B. den ersien der beiden trinomi- 
schen F'actoren, so findet sich für ihu 
lgr’ = 0,11059 0 == 539% 57' 25,3. 
Der leichteren Rechnung wegen nehme man aber ®’ in runden Zehnern 
von Secunden, etwa 
O0’ = 59° 57'230". 
Man erhält damit 





— r"” 60570’ = — 3,0148035 —7/r” 00870 = — 21,1036245 
— ur cos50’ = + 3,5605688 — 5ar cos50’ = + 17,8028440 
— (o,r” cos3ß’ = — 6,4534218 — 3a,r'' cos30’ = — 19,3602654 
+ u; 70” cos2D’ = — 3,3238460 + 2a,r'? cos?2P’ = — 6,6476920 
— ar’ cos ©’ = + 3,2310655 — ur’ cos P’ = + 3,2315655 
bek. Glied .... = + 6,0 [r (— r?)" cosnd’] = — 26,0771724 





(— r’)" cosnD"] = + 0,0000630 
Crelle’s Journal d.M. Bd. XXU. Hit. 3. 31 
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ferner 
— r" sin70 = — 5,1569226 — 7r" sin70 = —36,0984582 
— ur" sinJ5Dß’ —= — 6,2226992 — da, r" sin5ß’ —= —31,1134960 
— a,r" sin3Dd’ = + 0,0150177 — 3a,r" sin30’ = + 0,0450531 
+ o,r” sin?20’ = + 5,7777520 + 2a, r sin?2®d’ = +11,5555040 
— ır' sin D’ = +4 5,5872230 — Gr sin D’ = + 5,5872230 
(—r')"sinn®’] = + 0,0003709 In (—r0)" sinn®’] = —50,0%41741. 
Hieraus folgt dann weiter: 
gs P = 6,575433 lge = 1,751380 
O == 80°21'35,7 vv = 2420 28°2)5 
und damit 
Alogr’ = + 0,0000027 .s6 AD’ = 40/42 
so dafs logy = 0,1108927 . ss ® = 59° 57'20,42. 


Auf ähnliche Art wird g’° und ®’ genauer gefunden und für die 
reellen Wurzeln hat man z. B. für a 


lga’ — 0,292808 








— a” = —112,112997 — 7a” —= —784,790979 
— oa" = + 58,219704 — 5a" = +291,0985230 
— ia = + 22,674894 — 34a” = + 68,024682 
— u.a” = + 15,405508 +2u0,0” = + 30,811016 
— ud —= + 9,812460 — ua = + 9,812460 
bek.Glied = + 6,0 [n(—)a”] = — 385,044301 
(— a] = — 0,000431, 
woraus Alga’ = — 0,0000005 lga = 0,2925075. 


Die Verbesserung jedes einzelnen Werthes, isolirt für sich, giebt zuletzt 
die Factoren der Gleichung: 
2? — 0,6092132 2 + 1,0766801} fx? + 1,29%6302 2 + 1,6664238} X 
fe + 1,9624901} {x — 1,5378905} {x — 1,1080166}, 
welche, da jeder für sich gefunden ist, die Prüfung der Rechnung gewäh- 
ren, dafs sein muls: 


a+b+c+f/+f = ud. 
Die Werthe der ersten Näherung sind in diesem Beispiel so nahe 


der Wahrheit, wie man es für fünfstellige Logarithmen kaum erwar- 
ten durfte. 
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Als drittes Beispiel einer Gleichung mit mehr als vier imaginären 


Wurzeln kaun die Gleichung dienen 
+32. +6 = 0 


I 
on 


Potenz der Wurzeln 
x’ + 92° + 36° + 36 
Potenz der Wurzeln — ?? 
x’ + 512 — 648 2°+ 19442? — 25922 + 1296 = 0. 
Potenz der Wurzeln — ?° 
x’ —1296 2° +11745 ©*+104976 2° +629856 2&°+16796 16. 2+ 1679616 = 0. 
Von hier an Logarithmen: 
Potenz der Wurzeln — ?' 
x’+ 3,413642°+  6,776362°+  8,60926 2— 9,91005 2° 
+ 10,921862°+ 11,848362 -+ 12,45042 = 0. 
Potenz der Wurzeln = ?° 


+ 6,468282°+ 123,160122°+ 17,29346.2°-4+ 17,89851 x 
+ 22,316792°+ 22,416712 + 24,90084 = 0. 





Potenz der Wurzeln = ?%° 

x’ +12,75961 2° + 23,970792°+ 34,58689 2 — 39,91125 x? 
+ 44,63668 2° — 47,517762 + 49,50168 = 0. 
Potenz der Wurzeln = 7 

24 25,49393 2° + 47,633452°4+ 69,173782° + 79,51832 2° 
+ 89,260742°-+ 94,729532 + 99,60336 = 0. 
Potenz der Wurzeln = ?° 

x’ +50,987472°+ 9496298 2° + 138,34756. 2* + 158,73567 x’ 
+ 178,52144 2° + 189,15081 2 + 199,20672 = 0. 


Hier wird die Rechnung geschlossen, weil die Coefficienten von x°, z*, 
r’ und das bekanute Glied reine Quadrate bleiben. Die negativen Coef- 
ficienten von z°’ und = in der 6" abgeleiteten Gleichung, zeigen, dafs die 
Coeffiecienten, die auf sie folgen, zwei Moduln bestimmen werden. Auch 
der Coefficient von x° ist in der dritten abgeleiteten Gleichung negativ. 


Es ist deshalb sehr wahrscheinlich, dals auch der Coefficient von x* einen 
31% 
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Modul bestimmt. Die erste Wurzel ist reel. Aus der successiven Divi- 
sion erhält man 


lga” = 50,98747 ga = 0,199170 
lgg’” = 87,36009 gg’ = 0,341250 
lg g”” = 40,17388 lg g” = 0,156929 
lg g’“” = 20,68528 lg g’” = 0,080802. 


Um die zu den verschiedenen g gehörigen f zu finden, wird die 
Gleichung zu einer vom achten Grade gemacht. Es ist dann 
=0, 9=0, 53, 0, =0 se0 ,m6 ml, 
womit die ß und y werden 
ß 1, A = 6, BRB=0, B 
yÄl yv=--—hr, p=09, % 
Die beiden Gleichungen für # werden also 
0 = "—6rti — Art’ + (1Er— 3) + 2rt 
0 = +6r?—NIrt — (6r* +3). 
Wird hier zuerst Igr® = 0,34125 substituirt, und die Coefficienten loga- 
rithmisch mit vorgeseiztem Zeichen geschrieben, so stellt sich die Division 
beider Gleichungen in einander so: 
0 = t*— 975440 2° — 0,94331 2° + 9,86872 + 0,98353 
0 = #°+ 9,75440 2° — 0,64228£ — 0,62802 
EB ....... 0,30103  0,30103 0,06969 


— 0,05543 2° — 0,642282° + 0,697712 + 0,98353 
0 = P-+ 0,58685 2? — 0,642882 — 0,92810 


( 


I Il 
2 








BR 0,06909 00 0,30198 
— SEIIBRE ira £ + 0,62612 
a ..t — 0,10836 
 .; 0,00000  0,15026 





+ 0,58685 2?— 0,492022 — 0,92810 
0 = ??— 9905171 — 0,34125 
la B’’ .2..... 0,00000 0,38189 


+ 9,90517£ + 9,95936 
0=t + 0,05419. 


Die Uebereinstimmung dieses letzten Werthes von # mit einer Wur- 
zel der Gleichung 0 = 1’—0,10836 zeigt, dafs die Annahme eines posi- 
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tiven r? richtig ist. Bei der Einfachheit der Coefficienten in den beiden 
Gleichungen, welche durch „= =, =, =, =&%=0 herbeigeführt 
ist, kann man auch die Gleichungen unmittelbar in einander dividiren, wo- 


durch man erhält: 
3 y! 2 


ee 
Substituirt man hier gg” = 0,15693 und Igg‘” = 0,08080, so erhält man 
die logarithmischen Werthe: 
0 = f’+ 0,28435 0 = f"— 0,16895. 
Es sind folglich die Factoren aus der ersten Näherung: 
0 = (z + 1,58186) (2° — 1,132859 2 + 2,19405) 
(2? — 1,92464 dx + 1,43527) (©? + 1,47553 2 + 1,20447), 

Die durch eine Rechnung mit 7 Decimalen gefundenen verbessertenW erthe 
sind: 
0 = (2 + 1,5818592) (x — 1,1328854.2 + 2,1940798) 

(2? — 1,9246556 2 + 1,4352554) (=° + 1,4756817 2 + 1,2044862). 





Als letztes Beispiel endlich einer Trennung gleicher, oder nahe glei- 
cher, reeller oder imaginärer Wurzeln möge die Gleichung dienen: 

0 = 2° + 4,0022? + 14,01801 2? + 20,03802. © + 25,07005. 
Bei jeder ersten Näherung wird man geneigt sein, die rechte Seite der 
Gleichung für ein vollständiges Quadrat zu halten. Denn es ist 

{2° + 2,0012 + 5,007 = 2° + 4,0022? + 14,018001 2° + 20,0380 14. 
+ 25.070049, 
welcher Werth sich von der rechten Seite der Gleichung nur in der fünf- 
ten Decimalstelle erst unterscheidet. Es würde sonach eine sehr weit- 
läufige Rechnung werden, wenn man durch Potenzirung der Wurzeln die 
einzelnen Wurzeln oder Moduln trennen wollte. Angenommen daher, man 
habe nach 6 oder 7 Operationen die Ueberzeugung gewonnen, dafs hier 
zwei einander sehr nahe stehende trinomische Factoren stattfinden, so 
würde man als erste Näherung annehmen 
g = 9” = 5,007 f=f' = 2301 

und daraus 


ler’ — 0,3497888 © — 63° 26 %674. 


Der leichteren Rechnung wegen nelme man 
lgr’ = 0,3498000 OD’ = 63° 26'230”, 
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so giebt die Substitution bei Logarithmen von 10 Decimalen, die hier nö- 


thig sind: 
+ r'' cos4P"' = — 7,0137170573 
— a, r'’ cos3D’ = +44,1162372122 





+ «.r” cos?D’ = —42,12238012449 

— 4,r’ cos © = —20,0498010266 
+ 25,07005 

[(—r')" cosnd’] = — 0,0000321166 





+70 sin4O" = — 24,07 16609670 
— 0, r" sin30’ = + 8,0305364993 
+ u, r* sin?®’ = +56,1476453709 
— 6, r° sin ©’ = —40,1064968325 
Ir)" sinn®"] = + 0,0000240707 


— 
ee 








Wegen der Gleichheit der Wurzeln 


3.4" cos4®" 
— 2.3a,r” cos3 
+ 1.2ı,r' cos? 
[a (n—1)(—r”)"]cos n®"] 
3.4r' sin4 OD 
— 12,3, r" sin3®” 
+ 1.2, r'* sin 2° 
[nr (a—1)(—r?)’] sinn ®’) 


Aus diesen Werthen ergiebt sich 


sP = 5,603531 
lge = 7,808380 
Ige‘ = 2,205414 


woraus weiter folgt 


lsd = 9,054660 
und daun 
" 


D—v’ = +6,47 


4r0* cos4®’ 28,0548682292 
— 3a,r'" cos3®’ = +132,3487 116366 
+2a,r0” cos?’ = — 84,2456024898 
— ir’ cos PD’ = — 20,0498010266 
[n(—r?)" cosnY”] 0,0015601090 





— — 





4r" sin4®’ = — 96,2866438680 
— 34, r'’ sin3d’ = + 24,0916094979 
+ 2, r* sin?’ = +112,2952907 418 
— 3, r? sin PD’ = — 40,1064968325 
[n(—r?)" sinn®’] = — 0,0062404608 








mufs hier noch hinzugefügt werden 
— 84,1646047 
+ 264,6974233 
— 84,2456025 
+ 96,2872161 
— 258,8599316 
+ 48,1832190 
+ 122,2952907 
— 1283814219. 


aa 














— 143° 8'5770 


y= 8°3'29,35 


— 1—.0,000025276 + 0,000699739 


+ 20'434. 


Man hat folglich folgende zusammengehörige Werthe 
® = 63° 26° 46,85 
D' = 63° 26° 9, 98 


leg = 0,3500928 
lxg' = 0,3494850 
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und wenn man hieraus die Facioren der Gleichung bildet, so erhält man: 
(2 + 1,0010021 + 2,0030005 Y—1) (x + 1,0010021— 2,0030005 Y—1) 
(z + 0,9999979 + 2,0000009 Y—1) (x + 0,9999979 — 23,0000009 Y—1). 
Die Factoren, aus denen sie wirklich gebildet ist, sind 
(x + 1,1001 + 3,0037 —1) (x + 1,000 + 2,000y —1) 
und die kleinen Unterschiede der berechneten Werthe rühren nur davon 
her, wie die obigen Zahlen ausweisen, dafs auch mit Logarithmen von 
10 Decimalen die letzten 3 Decimalstellen in fx’ sich nicht mehr verbür- 
gen lassen. Es sind nämlich die wahren Werthe 
leg = 0,3500926 ® = 63° 26’ 47,01 
lgy’ = 0,3494850 Dia 63926’ 5,82 
von welchen die Winkel um 0,'16, die Logarithmen der Moduln um 2 Ein- 
heiten der letzten Decimale bei dem ersten abweichend, bei dem zweiten 
völlig übereinstimmend gefunden sind. 


Wollte man die früher erwähnte Auflösung der biquadratischen Glei- 
chung hier anwenden, so wird die ceubische Gleichung zur Bestimmung 


von y 








y’— 14,01801y?— 20,08804396 y + 602,6845798014 = 0, 
deren drei reelle Wurzeln sind: 

(y— 10,01401)(y— 10,014) (y+ 6,01) = 0, 
denn es ist, wenn man sie der Reihe nach mit a, d, c bezeichnet, 


a+b1c = — 14,01801 
ab — +100,28029614 
ac — — 60,18420010 
be — — 60,18414000 
ab+ac-+bce = — 20,088043960 
abe — +602,6845798014. 


Der einzige Werth von y = + 10,01401 macht Y(y’—4u,) zu 
einer reellen Gröfse nämlich = 0,01401. Es wird folglich 
4/4 10,01401 +0,01401} = + 5,01401 
414 10,01401 — 0,01401! = + 5,00000 


2 


v 
v' 


ll 


und wegen 


0%,y—20 = + 0,00002802 
£ = 114,002 +0,02 = + 2,002 
’ = 1{4,002—0,00%2) = -+ 2,000, 
so dafs die trinomischen Factoren werden 
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[x? + 2,0022 + 5,01401} {2 +2 2+5} = 0, 


wie sie ursprünglich vorausgesetzt waren. Der Werth y= +10,014 
würde gegeben haben 


v = 5,007 +0,01 y—1 
‘= 5,007—0,001y—1 
£ — 2,001 40,003 7 —1 
!’ = 2,001 —0,003 y—1 
und der Wert y= —6,01 
v = — 3,005 +4,00 y—1 
ev’ = — 3,005 —4,005 y—1 
5 m 


+ 2,001 +4,008 /—1 
! = +2,001— 4,003 y—1. 
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9. 


Einige Bemerkungen über die Mittel zur Schätzung 
der Convergenz der allgemeinen Entwicklungs-Reihen 
mit Differenzen und Differentialen. 


(Vom Herausgeber. ) 


(Vorgelesen in der Classensitzung der Königl. Akad. der Wissensch. zu Berlin am 18. März 1539.) 





Die Entwicklungs-Reihe mit Differenz- statt Dijferential- Coeflicienten 
für beliebige Functionen, welche man allgemeine Taylorsche Reihe nennen 
könnte, und von welcher die insbesondere sogenannte Taylorsche Reihe 
mit Differential-Coefficienten gleichsam nur einen besonderen Fall aus- 
macht, dient der gesammten sogenannten höhern Analysis, der Differential- 
und Integralrechnung, zur Grundlage. Sie läfst sich ohne irgend Etwas, 
selbst ohne ihre Form voraus zu setzen, wie leizteres z.B. Lagrange bei 
der besonderen Taylorschen Reihe thut, blofs durch eine ödentische Ver- 
wandlung der zu entwickelnden Function, also in der vollkommensten 
Strenge und Allgemeinheit aufstellen. Aber, wie bei jeder Reihe, wenn 
sie ins Unendliche fortläuft und man eine gröfsere oder geringere Zahl 
ihrer ersten Glieder für die Reihe selbst zu nehmen sich begnügen mufs, 
kommt es insbesondere noch auf die Schätzung der Summe der wegge- 
lassenen Glieder oder des Restes der Reihe an; denn wenn dieser Rest, 
nachdem unendlich viele ersten Glieder genommen worden sind, nicht Null 
ist, so convergirt die Reihe nicht und ist nicht brauchbar. 

Die Ausdrücke von Grenzwerthen für den Rest der desondern 
Taylorschen Reihe, entweder durch die gröfsten oder kleinsten Werthe, 
oder durch einen mitilern Werth des ersten Gliedes des Restes, hat be- 
kanntlich Lagrange gegeben und die Begründung dieser Ausdrücke ist 
späterhin z. B. von Ampere und Cauchy vereinfacht und vervollständigt 
worden. Es kommt also nur noch auf Ausdrücke von Grenzwerthen des 
Restes auch der allgemeinen Taylorschen oder der Differenzen -Reihe an. 
Ich habe über diesen Gegenstand im Jahre 1828 in einer Gesammtsitzung 
der Akademie einige Bemerkungen vorgetragen. Der Gegenstand erfordert 
aber noch fernere Erörterungen. 

Crelle's Journal d.M. Bd. XXII. Hit. 3. 32 
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1. 
Um die Aufgabe übersichtlich vor Augen zu haben, wird erst in 


wenigen Worten die Entwicklung der allgemeinen Reihe selbst hergesetzt 
werden müssen. 


Es sei Fx eine beliebige Function der veränderlichen Gröfse x 


und z2+k=a eine constante Gröfse, so, dafs also, wenn z.B. x um « 
zunimmt, % um & abnimmt. 


Nun ist, identisch, 


1. Fie+h) = Fr+kTetO-Er, 





oder, wenn man der Kürze wegen 


o, ann de bean = fx 


setzt, was geschehen kann, da % mit x zugleich veränderlich und also 


F(x+-k)—Fx . ’ . r . Fa—Fx. 
(=+ . eigentlich nur eine Function von ©, nemlich ED. GB 


3. F(c+k) = Fe+kfe. 

Verändert sich nun x um +« und folglich k um — a, so erhält man, 
wenn man in (3.) c+a statt x und k— u statt k setzt und von dem Re- 
sultate die unveränderte Gröfse wieder abzieht, 

0= Fiae+a)— Fr +(k—a) f@ +o)—kfe, oder auch 

4. 0 F(c+a)— Fa +(k—o)(f[2e +a)—fe) — ofe. 

Bezeichnet man die erste Differenz einer Gröfse, nach « genommen, 
durch ein davorgesetztes 4, so läfst sich (4.) wie folgt schreiben: 

3. 0=ıaFr +(k—o)afe— ufe. 

Setzt man hierin von Neuem © + statt x, also k—« statt k und 

zieht von dem Resultate die vorige Gröfse ab, so ergiebt sich 


0=sF(r+0)—aFr + (k—2u) af +a)—af(c ta) — (k—a)sfe +afe 


oder 








6. 9=AFr+r(.k—2u)a’fe — 2asfe. 
Die abermalige Wiederholung des Verfahrens giebt: 
‚= „F(r +0) — aFae + (k—3a)a’f(e +0) —2asf(r +0) 
— (k—2o)o’fz + 2usfx 


oder 


. 90= #Fxe+(k—3o)’fe — 3aurfır; 
und so weiter. 
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Zusammengenommen erhält man also folgende Ausdrücke: 




















' Fa+k)= Fc+kfe, (3.) 
fe= -#-+&—0)*, 0) 
aAf2 m . SFr we, (6.) 
fe =; 7 +k—30)2, (7) 
m 2. r = 
Afr= — + (k— 44); Er, 
vn ar—1 Fx wrer x 
Erin: Dunn Zi wahe 
= +kn)"[E. 


Substituirt man diese Asa in einander, so erhält man: 
. Beta 




















2 a? 2,8 8 
Lik-a.k-2e .... k—(n—1)a ‚Fo 
Eu n ar 
k.k—a.k—?2a .... k—na fx 
+ # wi” nz 


welches die allgemeine Taylorsche Reihe mit Differenz -Coefficienten ist, 
die also in der höchsten Allgemeinheit und ohne irgend eiwas vorauszu- 
setzen, Statt findet. 


Das letzte Glied rechter Hand in (9.) ist der Rest der Reihe, der 
auf die vorhergehenden 2 -+1 Glieder folgt. Die Reihe gilt für jeden be- 
liebigen Werth von x, wenn nur immer k so genommen wird, dafs c+% 
denselben constanten Werth a behält, und « ist völlig willkürlich. 


Bezeichnet man der Kürze wegen 











k.k—ua.k—2a....k— A” 
10. Den Rest ne 5,3 £ 53; BER ‚ das heilst 
k.k—a.k—?2a....k—na „fF@a—Fx 
2:8. na" A ( a—x ) durch Dr; 


11. Die Function Fir durch y,, oder auch blofs durch y; 

12. Die Differeuz-Coefficienten nr, TE $ no 2 “ durch Dy,,D’y.,D’y,. 

13. Die Coefficieuten, welche A Kane rue Reihe nach durch A,, %k,. 
k, ...., so dafs z. B. 








a? 


32% 
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k.k—0.k— 2a .... k—(n—1)« PER k 
- DE Dr" ne, 
ist, so kann die Reihe wie folgt geschrieben werden: 


14. F(x+k) = y.+kDy.+k,Dy+k,Dy. ... +%k,D’y.+De. 


2. 


Da o ganz willkürlich ist, so kaun es auch = 0 gesetzt werden. 


. : : AFz AFx= 4A°Fx 
Dann gehen die Differenz-Coefficienten ——, —a 7 ar "++, also 





a? 
Dy, D’y, D’y ...., offenbar in die Differential-Coefficienten dy, d’y, 


d’y.... über; denn z.B. dy oder dF'x ist nichts anders als erente, 





A 


oder e fir a=0. Die Coeffieienten k,, A,, A; .... in (14.) gehen für 


. k? k? 
g==U m k, = 3 
k für «= 0, his ins Unendliche, von Facultäten, wie sie es sind, in blofse 
Potenzen übergingen, die Reihe (14.) unmittelbar die besondere, eigentlich 


sogenannte Taylorsche Reihe geben. Da es indessen zweifelhaft ist, ob 


.... über. Und so würde, wenn alle die Coefficienten 





4 2 sei, weil, wenn auch ©=0 
ist, doch na für ein unendliches n nicht Null und folglich k— na nicht 
— %k sein könnte, so ist es nöthig, die Taylorsche Reihe mit Differentia- 
len (14.), oder für den Fall «=0, für sich besonders aufzustellen; was 
auf ähnliche Art wie oben, folgendermafsen geschehen kann und wobei 
sich dann zugleich auch die Bedingungen ergeben, unter welchen die be- 
sondere Taylorsche Reihe Statt findet, nemlich unter welchen die Coef- 
ficienten k in (14.) von Facultäten wirklich in blofse Potenzen übergehen. 

Man setze, wie oben, in dem identischen Ausdrucke F(x-+Xk) = 
EFx+kfx, c+u statt x und folglich k— u statt k und ziehe von dem 
Resultate die ursprüngliche Gröfse wieder ab, ohne für den Augenblick 
= (0 zu setzen, so ergiebt sich 

0 = Fix +a)—Fxr +(k—a)f(e-+o)—kfr, oder 
15. 0=.ı4Fr +kıfe—uafle + u). 

In diesem Ausdruck setze man von Neuem x +« statt x und k— a 
statt k und ziehe von dem Resultate das Ursprüngliche wieder ab, so er- 
hält man 

0=4aF(c +0)—aFc+(k—a) affae+a)—kıfe—afle +20) 
+af(e+u«) oder 


auch noch für n =» in (13.) k,= 


16. 0 = a’ Fr +ksfe—2usfact a). 

















hierauf 


und so weiter. 
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17. d= AFc+kefe—3ar f(x +0); 
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Die Wiederholung des Verfahrens giebt 
—= „’F(x+a)—a’Fc + (k—o) 2’ fa ta) —ka’fe—2usf(c+2o) 


+2uasf(x+u) oder 


AFr+kıfe—tarnf(e +0); 


Zusammengenommen erhält man also folgende Ausdrücke: 

























































































 F(ea+kh) = Fer ee (3.) 
F 
f(x + a) -— +, (18) 
aflcte) __ 4? vr A? fo 
@  . +% 2ar ? (16.) 
Aflcate) _ A’Fx fx 
18 2a? 130 air KrTE 2.303 ? (17.) 
vs flo) _ 2Fx | 5, Afe 
2.3 @° au ur haar 
lache) | ul £, Bu | 
23..n—2ar2" 23.. erwee Ye al 3 .n—1er-!? 
An- 12a) a" Fx BT? 
23.11” 2,3...n0* nr. 2.3...na" 
Ist uun fr = are (2.) von der Art, dals für «= 0 
| ffce+o) = fz, oder fx +u)— fx =, Jdas heist 
fe —U, 
ER. m 2, oder Erd ZIe —o, das heifst 
DEE u. 
& 
2 2- 
- Keen) = ER, oder al LA 2 ad [® =0, das heilst 
2 io 
19. a f[ 7 rent, 
A 3 f. 3 Zu 
| Je = 1. ‚ oder - La tb- x [2 =0, das heifst 
fe _ 

R; Ja = 
aUcH ec) An—1 er wi a) — am-1 
23. n— Laer” Ma) 2 oder a ten, das heilst 

ar fo 
\ 











2.3... rn 1er m. 
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ist, so geben die Ausdrücke (18.), in einander substituirt 


20. “"zH+k) = Fx+k R” 

















4S>Fx 
a a Se Zu 
a Aa”Fo kr anf 
u a" u 4 wo ‚nt1' ar ? 


. AFx ıAFx 4A°Fx 
oder, da «=0 sein soll und 


y 33 ga Herr. In diesem Falle 
nichts anders sind als dF'x, dX’Fx, d’Fx ...., 











21. Fix+k) = Fr+kdFz+ SE Fat 330 Fe...... 
k” n 7? krrl n Fr 
t33., "Fet35 „ge l8 
und dies ist die dbesondere Taylorsche Reihe. 


Die Bedingungen für das Statifinden derselben sind diejenigen (19.) 
Sie sind in Beziehung auf fx = an u and 





ausgedrückt, las- 


sen sich aber auch wie folgt auf andere in Beziehung auf Fx selbst 
bringen. 


Die Gleichungen (8.) nemlich kann man auch wie folgt ausdrücken 























/ afz = 4AFx +(k—u)afe, 
2 F 
2ufx = I + (k— 20) <E, 
3A? fx a® Fx i 4’ fx 
ae = 1: t(k—30) SL. 
4° fx 44Fx at fx 
ie Tale FE 7 Br 77 u ai E = 72, 
n—1larfz ar—1Fx Sr ee a1 fx 
2.3....n—20r3 ° 2.,3...n— 2a”? '23..n— la? 
nar\fx Een au: ur fx 
2.3...n— La” Be +A— na). 55 n—lar-i° 
Nun mufste, zufolge (19.), wenn die Reihe (20.) Statt finden soll 
2; ie ER are: sfr 
23 en ER DE > 
| \ u ar fx 





3.3. .a Dam =" 
sein. 


Dieser Bedingung gemäfs müssen die letzten Glieder rechterhand in 
(22.) wegfallen und es mufs also 
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AFx 
| of = Afs = re 
A? Fx a?Px 
2ufz = ———, oder fe m 
34? fx 43 Fx ar fx 07 er 
Te oder "we: Ber HL ® 
443 fx at Fx af 3AtFx 
J bh a nah Pancinc ba inch a a SE 
24. 2.30? 2.303 ? oder 2a: u "7 5 
5Atfx A>Fx d Aafx Bet 4.>Fx 
2.3.40 Dr TE ET TH 
nAari fo a" Fx aA O < —m—1.4"Fx 
23... 1a? 23..n—1eri? oder 2.3..n—2 u”? 2,3....na'-i 
sein. Dieses giebt aber wieder, zufolge der Bedingungen (23. oder 19.), 
F k) — . . 
und da für «=0, afx oder « Tr er immer = 0 ist, 
(u ME, ii ee 
A®F . 
0=uı. —_, das heifst ig = (0; 
2a? 
4° F 
0 . ar ‚ das heilt ——— d’Fx = 0; 
3A Fx . 
. d BEER y 4 — e 
25. 30 = 0.5737,0, (as heifst er z Fr = 0; 
44> Fax e @ r Br 
0= 4.554508 das heifst =%7 za Pa == 0; 
n—14A”Fx . "Mm. _ 
O = U.,3 um das heifst ne Fx = 0. 
Dieses sind die Bedingungen für die Gültigkeit der besondern 


Taylorschen Reihe (20.), durch 


x selbst ausgedrückt. 


Sie finden im 


Allgemeinen mit Sicherheit nur dann Statt, wenn keiner der Differential- 
Coefficienten dFx, d’Fx, d’Fx, .... d"Fx unendlich grofs ist; denn wäre 
O multiplieirt, nicht 


es einer derselben, z. B. d"Fx, so würde er, mit «= 


noihwendig Null geben; wie es sein soll. 


Die Bedingung für das Statt- 


finden der besondern Taylorschen Reihe ist also im Allgemeinen die, dafs 
keiner der Differential - Coefficienten in derselben für irgend einen Wertli von 
x unendlich grols sein darf. 
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3. 


Es kommt nun insbesondere auf die Schätzung des Restes ®x der 
allgemeinen Taylorschen Reihe (14.) an. 

Unmittelbar würde sich dieser Rest nur aus der Function F(x-+X) 
selbst und den sämmtlichen ihm vorhergehenden Gliedern beurtheilen lassen ; 
denn er ist nichts anders als diese Function #'(x=-++%) selbst, nach Abzug 
jener Glieder. Aber da eben die Function erst entwickelt werden soll, 
so ist ilır Werth als noch unbekannt anzusehen und folglich auch der 
Werth des Ztestes aus ihr nicht zu beurtheilen, sondern nur aus den als 
gegeben anzusehenden Gliedern der Entwicklung. Es kommt also darauf 
an, den Ausdruck des Restes mit dem der einzeinen Glieder in Verbin- 
dung zu bringen. Dieses ist mit der ersten Differenz dx des unbekann- 
ten Restes möglich; denn es läfst sich dieselbe wie folgt durch das erste 
Glied des Restes ausdrücken, und dann läfst sich daraus weiter auf den 
Rest selbst schliefsen. 

Es wurde gesetzt: 


. —_ kk—a.k— 2a ....k—(n—1)a 
SP A EEE . .d18.) 


Es ist also auch, wenn man k—.« statt k schreibt, 


2”, (k—a), Br mat ee se ÄH® 








Dieses giebt 
(k—a), + aka). 

















_ k—au, k—2e. k—30@ .... k—na k—u.k—2a.k—3u .... k—(n—1)e 
u = pi u Et 

_ k—a.k—2a.k—3a .. kr Da k—na 5“ 

ee Fer ga + 





—|—ga 


k.k—a.k win ....k—(n—1)e EN Buic‘ 
=: OO vs ı:, N 
Also ist, für jedes beliebige n, 

283 (k—o), + aka) = ku. 
Nun setze man in der Reihe (14.) -+« statt x, also auch k—u statt k 
und ziehe von dem Resultate die ursprüngliche Reihe wieder ab, so er- 


hält man 


29. O=y...+(k—a) Dyz + (k—a),Dyy + (k—a) D’yızaıo. 
. + (k— 0), D"Yxora +Px+ a) 
— y,—k,Dy,—kDy,—lk,Dy,.. —kDy.—Ox, 














9, Ueber die Convergenz der allgemeinen Entwicklungs- Reihen. 


DD 
Sr 
N} 


oder, wenn man bier in den abzuziehenden Gliedern zufolge (28.) 
kh=(k—a)+% 
hy= (k—a),+ulk—a); 
20. = (k—a),+ulk—o),, 
| k, = (k— a), +a(k— a)... 
setzt, 
3. 0= Yen t (ko), Dyss + (k—a),D’ysa + (k—0),Dyar. ».:. 
+ (ka), D’ys4.+ Data) 


— y,—(k—u),Dy. —(k—u)DYy. —(k—ua),D’y. ...... 
.... — (k—0)Dy.— dx 
—uDy. —ua(k—o),D’y, —a(lk— a) Dy. ..... 

. —tlk—a) 1 D"Ye: 


Es ist aber z. B. 


a” F ı en Anti Fr, 
Bi) u En SEE un, 
a” a” u 





D’y...—D'y.= 





Pr 
92, desgleichen 
Deu) — Or = ade = aDdx und 
YıraYx = 4Yy, = uDy,. 
Also ist (31.) so viel als 
33. 0 = aDy,+ua(k—o)D’y.+ak—a)D’y,...+0u(k—u)-,D”y, 
+u(k—a),Dty.+uDOdx 
—uDy,— a(k—u),D’y,—ualk—u)D’y, ...—o(k—ua),_,D'y, 
und es folgt, wenn man wegläfst, was sich aufhebt, 
34. (k—a)D'ty. + DOx = 0, 


das heifst : 
Aar+1 Fo 


39. u(k— 6), Tank. + ade == (, 
oder auch, ausgeschrieben, 
k—a.k—2a.k—3a.... k—na 4A”rtiFo 
306. Üüs BR * op traDdr — VO. 
Das erste Glied des Restes ®x, welches durch P bezeichnet wer- 


den mag, ist 


k.k—u.k—20& .... k—no Atifo 
ua ii 2.3... nl BE" sa 











Also ist vermöge (36.) 
33. 9 + He, p=o; 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XXII. Hft. 3. 33 
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was ein Ausdruck der ersten Differenz des Restes durch sein erstes 
Glied ist. 
Da auch zufolge (28.), wenn man dort n-H1 statt n schreibt, 
39. (k— 0,)n41— Kuzı == — u(k—u),, 
(k— 0)„41,—Ä,,, aber nichts anders als a%,,,, folglich 
40. alk—uo), = —ahkyzn 
ist, so erhält man auch vermöge (35.) 


+ P 
41. Px— ik. = 


art 
oder auch, da aPx = aDPDx und ak, = aDk,,. ist, 
42. DDOx— Dk,„D*y,. = 0; 
welches ebenfalls Ausdrücke der ersten Differenz des Bestes durch sein 
erstes Glied sind. 


— 0, 


4. 


Nun läfst sich vermittelst der ersten Differenz einer beliebigen Func- 
tion von x, Z. B. x, nach & genommen, also vermittelst der Differenz 
Le +0)—yYx, von einer andern Differenz derselben Function, z. B. von 
Ye+k)—ıx, insofern k ein ganzzahliges Vielfaches von a, z. B. 

43. k= ma, also m eine ganze Zahl 
ist, 

Erstlich das Zeichen beurtheilen, falls das Zeichen von Y(z-+ u) 
— bx für alle x von x bis +% sich nicht ändert, und 


Zweitens lälst sich die neue Differenz (x + k)— "x selbst, wenn 
man weils, dafs AYx nur stefög sich verändert, durch die Differenz Y(x-+«) 
— x, für einen mittleren Werth von x genommen, ausdrücken. 

Wenn nemlich, wie vorausgesetzt wird, « in A aufgeht, so ist 

IYy(a+a) — ve = Ay, 
| Yet 2) —Ylato) = aYleto), 
Vct+30))— Ye +20) = aV(c-+20o), 


wi mr 


44. 


rt Na) — Yet m- Ya) = ayle+(m— 2a), 
\blatm)  — dat m1)a) = ayle+m—1)a). 
Die Summe hiervon ist, dd e ma =x-+% sein soll, 
45. LVatk)— Va = saVcs+taL(e +0) FıVlet2o) .... 
.... ti Vlatk—n), 
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und in diesem Ausdrucke sind die Glieder rechterhand, deren Anzahl »n ist, 
nichts anders als die Werthe von 
syz fürrce=x, x-ta, +2o, ... c+m—l)o. 
Weifs man also 

Erstlich, dals aYx für alle möglichen Werthe von x, von x an his 
+, immer dasselbe Zeichen hat, so haben auch alle die Glieder rechter- 
hand in (45.), da sie ebenfalls zu diesen Werthen von ayx gehören, das 
gleiche Zeichen. Und folglich hat auch ihre Summe das gleiche Zeichen. 
Es folgt also, dafs die neue Differenz Y(a-+k)—ıx dasselbe Zeichen 
haben wird, wie die Differenz Y(x« a) —Yxr=ıavYx, falls letztere für 
alle Werthe von x, von x bis c+%, ihr Zeichen nicht ändert. 


Zweitens wird es unter den »» Gliedern rechterhand in (45.), sie mö- 
gen gleiche oder verschiedene Zeichen haben, nothwendig ein gröfstes 
und ein Äkleönstes geben. Irgend eine mittlere Gröfse, mmal genommen, 
wird also der Summe der m Glieder gleich sein. Weifs man nun, dafs 
ayx mit x zugleich nur stetig sich verändert, so wird aYx, indem & 
stetig in e-+%k übergeht, alle möglichen Werihe durchlaufen, die es haben 
kann, also auch, indem es von seinem kleinsten zu seinem gröfsten Werthe 
gelangt, oder umgekehrt, nothwendig alle möglichen Mittelwerthe. Es 
wird folglich auch nothwendig diejenige Gröfse berühren, die znmal ge- 
nommen der Summe der m Glieder gleich ist, und zwar nothwendig für 
irgend einen Werth von x, der zwischen x und + % liegt und der also 
etwa durch z-+N% bezeichnet werden kann, wenn man unter X eine Zahl 
versteht, die nicht gröfser als 1 und nicht kleiner als O ist. Es folgt also, 
sobald man weils, dafs say mit x nur stetig sich verändert, es mag übri- 


gens stets dasselbe Zeichen behalten oder nicht, dals daun Y(c-+A)— Vx 
durch 





46. (ct kh)— ve = miy(aetık) = en a a 


ausgedrückt werden kann, wo A die Grenzen O und 1 nicht überschreitet. 


9. 


Dieses also läfst sich aus der ersten Differenz aYx = b(x +0) — Yx 
einer unbekannten Function Yx von einer andern Differenz dieser Function 
L(e+-k)—ıx schliefsen, vorausgesetzt dafs k ein gauzzahliges Vielfache 
von « ist. Kennt man nun aufserdem noch etwa einen der beiden WVerthe 

33” 














260 9, Ueber die Convergenz der allgemeinen Entwicklungs - Reihen. 


der Function Yx, entweder den von Yx, oder den von Y(x-+X), z. B. 
den letzten, weifs also, dafs z. B. 
47. Yeatk) = 


ist, so läfst sich auch auf die Function Yx selbst schliefsen, denn es ist 


alsdann 6. ee 
und was von dem Resultate der Veränderlichkeit von Y(x-+-k)—vx ge- 
funden wurde, gilt jetzt von dx selbst. 

Für den eu Rest der obigen Reihe, ®x, ist in der That 
der Werth von ®(x=-+k) bekannt. Denn wenn man in (14.) x+X statt x 
und folglich k= c—k = 0 setzt, so verwandelt sich das erste Glied 
rechterhand in F(x=+%) und alle folgenden Glieder, bis zum Rest, fallen 
wegen k=0 weg. Mithin giebt die Gleichung (14.) für diesen Fall: 


9. Fic+h) = Feat) +Pc+h, 
50. Dat) = 0. 


Insofern also die obige Function x entweder der Rest ®r selbst 
ist, oder auch nur auf eine bestimmte Weise davon abhängt, wird man 
immer den Werth A=Y(z-+%) von dx für e=x-+% kennen, und folg- 
lich wird das was gefunden wird von Yx selbst gelten. 


und folglich 


6. 
Dieses läfst sich nun wie folgt anwenden, um für den unbekannten 
Rest Dx 
Erstlch, vermittelst des Ausdrucks (34. oder 41.) seiner ersten Diffe- 
renz nach & durch sein erstes Glied, Grenzwertlie zu finden. 


In diesem Ausdrucke, z. B. demjenigen (41.), sind nemlich die drei 
A"tl Fr 


Gröfsen aPx, a%,,, und —;,— sämmtlich von x abhängig, und für die 


verschiedenen Werthe von x haben sie, der Gleichung zufolge, zusamımen- 


ii y u ati F . En 2 
gehörige Werthe. Die Gröfse rm z. B. wird aber nothwendig einen 


gröfsten und einen ÄAleinsten Werth haben: sie mag bei ihrer Veränderung 
ihr Zeichen wechseln, oder nicht. Man bezeichne 
Ati Fx 








51. Den kleinsten Werth von —..- durch M, 
2 

52. Den gröfsten Werih von ge durch N, 
w@ 


so läfst sich für jeden andern Werth von x als den, der den gröfsten oder 
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n+ 
kleinsten Werth von in Mitch giebt, 

Art Fox 
setzen, wo U und V für keinen Wertlı von x negativ, sondern nur O oder 
positiv sind. 

Vermöge (41.) ist also nun 
4. a ee = 0 und 

Pr — alu (N—V) = 0, 

und dieses giebt 


25 Pr — ık,uM = +ak,n Ü und 
1 dr — uk, N = —ahkırV. 

Aber U und V, hier rechterhand, ändern das Zeichen nicht und sind 
beide stets positiv. Also ändern auch, in so fern A%,,. für alle Werthe 
von x das gleiche Zeichen hat, ADx— aA, M und sa Ox— ak, N das 
Zeichen nicht, und haben dabei notwendig entgegengesetzte Zeichen, für 
alle Werthe von x, weil U und V in (55.) beide gleiche Zeichen haben, 
nemlich positiv sind. 

Nun ist, da M und N constant sind und kein x enthalten, 

96. rare M = a Ox—h,,, M) und 
Ad — ul, N = ı Dx—k,ı N). 
Setzt man also 
57. Fe — fix und 
P—kuN=f%; 
so ist, vermöge (56. und 55.), 
fe = +tık,nÜ und 
58. 
| une = —ak,n P,; 
und man weils von af, x und af r, dafs sie für die verschiedenen Werthe 
von x, von x bis c+%, ihr Zeichen nicht ändern, und zugleich, dafs sie 
nothwendig entgegengesetzte Zeichen haben. 

Auf diese Functionen f,x und fx findet also schon der erste Satz 
($.4.) Anwendung und es folgt, dafs auch die Differenz (ce +A)— fx 
dasselbe Zeichen haben wird wie die Differenz («+a)— fix = ıfix 
und die Differenz (= -+A) — x dasselbe Zeichen wie die Differenz 
ha+o)—f2 = afız. 

Es haben folglich auch nothwendig fi (e+Ak)— fix und ,(c+k)—f, x; 
eben wie 4,fx und 4,fx, entgegengesetzte Zeichen. 
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Die ersten Theile dieser Differenzen, nemlich f,(2+x%) und ,(z-+%) 


erhält man, wenn man in (57.) c+% statt z, also k = 0 setzt. Für 


.; . ng k.k—a.k— 2a... k—no 
k = 0 ist aber Ä,;,, das heifst 3.3... .nti ‚ wegen des Fac- 





tors 4, gleich Null: also ist nach (57.) blofs 
59, A —= D(r+%) und 
fx c+k) = Path). 
Aber auch P(z-+-A) ist =0 (50.), also ist 
0. fletk)=0 wnd fa+k = 0 
und folglich ist blofs 
61. anne. dir — fir und 
£ (+) — fee = —fır. 
Mithin haben —fı z und —f;z, und folglich auch f,x und %&2, nothwendig 
enigegengeselzte Zeichen, und daraus folgt, vermöge (57.), dafs ®x noth- 
wendig zwischen k,;, M und A, N liegen mufs. Es sind aber %,,M 
und A,4. N der kleinste und der gröfste Werth, den das erste Gled des 


i Art Fo 4 - = 

Resies Ä,.,. a haben kann, und zwar auf die Weise, dafs man dariu 
2 2 a art1 Po 

den Factor %,;, als unveränderlich und nur den Factor u als ver- 


änderlich betrachtet. Es würde also folgen, dafs dieser gröfste und kleinste 
Werth des ersten Gliedes des Restes @renzen für die Werthe des Restes 
sind, und zwar in der Voraussetzung, dafs « in % aufgeht und dann unter 
der obigen zweiten Bedingung bei (55.), dafs 


a.k—u.k—2a.k—3u...k—na 


3 Bey“ a 
für alle Werthe von x bis <-+%, also von k=k bis k=0, sein Zeichen 
nicht ändert. 

Diese letzte Bedingung wird aber, so lange a%A,,, eine Facultät ist, 
das heifst, so lange « nicht Null ist, nie erfüllt. Zuerst nemlich sind für 
%»—=0 alle Factoren in (62.) negativ, und bleiben es bis zuk=a. Für 
k=aist ak,u=0. Für A>au und <2« ist der erste Factor positiv 
und die folgenden sind noch negativ und folglich hat aA,,, das entgegen- 
gesetzte Zeichen, wie vorhin für die Werthe von k=0 bis k=o. Für 
k= 2 ist wieder Ak, =0 und für A> 2a und <3a bekommt es wie- 
der das entgegengesetzte Zeichen; u.s.w. Also wird die Bedingung, dafs 
ak,., sein Zeichen nicht wechsele, nicht erfüllt, und folglich ergeben sich 
auf diesem Wege heine Grenzwerthe. 








62. Ak = — ulk— u), (40) = — 
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7: 


bir R > 
Anstatt wie in ($. 6.) in (41.) von Eau den gröfsten und den klein- 


sten Werth gegen die übrigen zur Vergleichung zu ziehen, läfst sich auch 
von dem gröfsten und kleinsten Werth des andern Factors a%k,;, ausgehen. 
Man bezeichne nemlich: 
63. Den kleinsten Werth von AA,,, = umermehrtg,. K RI) 
> Di: FRE 
durch P, 
64. Den gröfsten Werth dieses Factors durch Q, 


und setze für jeden andern Werth von x, als den, welchem der gröfste 
und der kleinste Werth entsprechen, 

65. ıku=P+Y= 0-—Z, 
so sind Y und Z nie negaliv, soudern nur positiv, oder Null, Dieses 
giebt, vermöge (41.), 





+ 
ADdxr—(P+Y)— ” ey O und 
66. 
ar+lPF 
oder . 2 
1 
aAdx—P. fr an = +Y. _—— e En und 
67. 
ar+tlFx bh 
A Dx —(. u Sn = —2. ur" m 
n-+1 
In so fern nun ae für alle Werthe von x das nemliche Zeichen hat, 


e- Fx 


haben auch APx— P.— — — und ADPx— Q.— 


7, stets positiv sind, tn das nemliche Zeichen, und zwar haben sie notlı- 
wendig entgegengesetzte Zeichen, weil Y und Z in (67.) beide positiv sind. 
Da nun P und O coustaut sind, oder mit x sich nicht verändern. 


Ar+1 Fx 
art 


—, weil in (67.) Y und 


so Ist 


at PFx A"F: 
AD x —P. te A (dx—P. Hr) und 


a” Fox 
aADe—oO. am = »(9&—0.°,). 


68. 





Setzt man also 


ar Fx 
Ox—P. art == hh%; 
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so ist, vermöge (68. und 67.), 
art1lP% 


sfr = + Y. —p- und 
N A Erns — 2. ah 9 


und man weils nun, dafs af,x und sf,x ihr Zeichen nicht ändern; zu- 
gleich aber, dafs sie stets entgegengesetzte Zeichen haben. 


Es findet also wieder der erste Satz in ($. 4.) auf fix und fix 
Anwendung, und es folgt, dafs auch die beiden Differenzen f, (+) —f,x 
und £(e+A)—fıx dieselben Zeichen wie diejenigen afıx und sf;x und 
ebenfalls entgegengesetzte Zeichen haben. 

Nun erhält man die Werthe von fi(z-+%) und (x-+%), wenn 
man in (69.) e-+-% statt x setzt, nemlich: 


hc+h) = Pa+n—p. ZFRTN und 


a”rı 
f@+h) = Oe+n— 0.2 eHR, 
oder, da D(z-+k)= 0 ist (50.): 
h(+k)=—P. en und 


anti 
Rat) = —-0.277eHD, 
Also ist, vermöge (69.), 


er 
fi <+k)—fıxe = +. — Sr) Be und 
f(e+M fr = +0. — ED) _ or 


Das erste, dem Reste vorhergehende Glied ist 
„ aFx= _ kk—a.k—?2a ...k—(n—1).a AFP 
74. Ku A 1 m r IE Mm 
und Af,,., wovon P und Q@ der kleinste und der gröfste Werth sind, 
ist zufolge (62.) 





1. 








I 











73. 























vw a.ku.k— u 1... k—nu a(k— ne) 
En 2. kr 4 2.3 ..0» n a, k . Rn . 
Also ist 
a" Fo alk—na« a”"Fo k—na arFx 
‘6. Akıyı as =— \ = Zur Zu ie k, ap 20 or 
a" & & k a” 


a"”Fx 


( ——. 
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Eben so ist 

A”"F k ar k 

u SA a na, =* ), 

Nun waren P und Q der kleinste und der gröfste Werth von A %,4ı 

(63. und 64). Also sind sie auch der kleinste und der gröfste Werth 

von tn), g, (75.). Mithin kann man auch, wenn man den kleinsten 

und den gröfsten Werth von (k—a), durch (k—o), und (k—«), unter- 
scheidet, (73.) wie folgt schreiben: 

ER 
Ka+b—fır = —k—ay.( — Feed) _ Dr, 


a” 


a+M)—fıe a a 2 Fx ID. 06, 


107 














. ! Aa" FPx 
und es folgt hieraus, dafs man, wenn man in dem Factor a des ersten 





dem Reste vorhergehenden Gliedes ku ertce=r, daauf = c+% 
setzt, das letzie von dem ersten abzieht und was übrig bleibt mit dem gröfs- 
ten und dem kleinsten Werthe von (k—«), multiplicirt, zwei Gröfsen er- 
hält, zwischen welchen der Rest ®z liegen mufs; folglich Grenzwerthe 
für diesen Rest. 


Die Bedingung, neben der Voraussetzung, dafs & in % aufgehen 


: . . . . artl Fr AartiFo 
mufs, ist hier die, dafs in dem ersten Gliede A,,,- . der Factor ge 2 


für alle Werihe von x, und namentlich insbesondere für die Werthe «x, 
z+a, e+2u, .... 2 +k—u, (denn eigentlich nur auf diese kommt es 
in 44. und 45. an,) sein Zeichen nicht ändere; und dies kann allerdings 
der Fall sein, da solches nur von der Beschaffenheit der Function fx ab- 
hängt. Auf diese Weise erhält man also wirklich Grenzwerthe für den 
Rest der allgemeinen Taylorschen Reihe mit Differenzen, und zwar unter 
der Bedingung, dals & in k aufgehe. 


8. 
Der zweite Satz in ($.4.), dafs, in der Voraussetzung, « gehe in 
k auf, Vz +k)—yzr immer durch Bien a u (46.) ausgedrückt wer- 
den kann, wo A die Grenzen O und 1 nicht überschreitet, läfst sich auf 
den Rest Or unmittelbar anwenden. Es war nemlich, dem Satze zufolge, 


9%. Me+M— Oz = YMrktin, 








& 
Creile’s Journal d. M. Bd, XXIL Hit. 3. 34 
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Nun ist gemäls (36.) 


80 aAgz __ __k—ua.k—2a.k—da.... knu art Fo 


& ‚m Br; "grntı 2 
und dieser Ausdruck gilt für jeden beliebigen Werth von x, von z an bis 
z-+k. Er gilt also auch für den Wert z-+-N%k von x, da derselbe noth- 


wendig zwischen zund 2e-+k liegt. Also gilt er auch für (79.) eier sh i 


wenn man in (80.) überall e-+-N%k statt x setzt. Demzufolge mufs dann, 
dak=u.—e ist, ae —Ik=k—ı1k=k(l—N) gesetzt werden. Es 
ist folglich, wenn man der Kürze wegen 
si. kAiA—Ny—=ıH 
setzt, was ek = r+k—r giebt, 
82. Ap(c-+)k) . (£ — a) (2 — 2a) (no) AHFl@-k— 2) 


u u u at 


und folglich vermöge (79.), da noch D(z+X%)= 0 ist (50.), 
k.2—0a.2— 230 .... i—na ArFlck— x) 
Bu: 3... n m 
Dies ist ein directer Grenzen - Ausdruck des Restes der allgemeinen 
Taylorschen Reihe mit Differenzen durch sein erstes Glied. « bezeichnet 
in demselben eine unbestimmte Gröfse, die die Grenzen O und % nicht über- 
schreitet und durch welche also auch der Ausdruck Grenzen für den Rest giebt. 
Die Bedingung, neben der Voraussetzung, dafs « in A aufgehe, ist hier 
blofs, dafs ®x nicht anders als stetig sich verändern darf; was immer der 
Fall sein wird, wenn F'x selbst hlofs stetig sich verändert, weil dann das 
Gleiche auch mit den Differenzen von Fx geschieht, aus welchen der Rest 


zusammengesetzt ist. Eine Bedingung, wie bei den vorigen Ausdrücken, 


. j A”tl Px . 
dafs einer oder der andere der beiden F'actoren A,,, und ar das Zei- 














chen nicht ändere, ist hier, wie aus ($. 4. Zweitens) folgt, nicht nöthig. 


9. 


Es wurde bei den Sätzen in ($. 4.), und also bei ihrer Anwendung 
auf den Rest der allgemeinen Taylorschen Reihe, vorausgesetzt dafs « im 
k aufgehe. Dieses ist indessen nicht blofs Voraussetzung, sondern es ist 
vielmehr Bedingung für das Statifinden der Sätze ($. 4.), und also auch 
für das Stattfinden der Grenzen- Ausdrücke des Restes Dx. Wenn « in 
7; nicht aufgeht, so finden die Sätze ($. 4.) und folglich auch ihre An- 
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wendungen nicht nothwendig Statt. Dieser Umstand wird sich am ein- 
fachsten au einer Figur nachweisen lassen. 


Es bezeichne nemlich die Function VYx in ($. 4.) die Fläche zwi- 
schen einer Curve, ihrer Axe und zwei auf der Axe senkrechten Coordi- 
naten; was immer angenommen werden kann und wobei die Curve, da die 
Function x unbestimmt ist, jede beliebige Gestalt haben kann, 


Sie habe die Gestalt FGNH (Fig. 1). AK sei die Axe. A sei 
der Anfangspunct der rechtwinkligen Coordinaten; AB=xr, BE=k, 
BC=-DE=EK=e: so ist ayz oder Ya +a)— vr zunächst die 
Summe der beiden Flächen DGC und BDF', von welchen die eine posi- 
tiv, die andere negativ ist; Ye+k)— vr dagegen ist die Summe der 
drei Flächen DGC, BDF und CNE, von welchen die eine positiv ist, 
die beiden andern aber negativ sind. 


So wie nun z in aYz zunimmt, .B. 2=AP aus AB wird, 
geht die Fläche aV (AB) = DGC+BDF, wenn nun PO= BÜ=u ge- 
seizt wird, in aV (AP) = DG@C+PMD-+CON über; und so weiter. Ist x 
bis zu AD gekommen, so ist av AD) —= DGC+CNE. Für = r+k=AE 
ist au (AE) = CNE-+EHK. Gesetzt nun, die positive Fläche DGC sei 
gröfser als die negative Fläche BDF, so ist ay(AB) positiv. Und da- 
mit auch aY (AP) und alle folgenden Werthe von ay.z ebenfalls positiv 
bleiben, darf nur beim Fortrücken von B nach P und von Ü nach @ der 
etwaige Ueberschufs der hinzukommenden negativen Fläche CON über 
die abgehende negative Fläche BPMF den Ueberschufs der positiven 
Fläche DGC über die ursprüngliche negative Fläche BDF nicht über- 
steigen. Dieses ist offenbar immer möglich; ja es kann sogar die rechis 
hinzukommende negative Fläche immer kleiner sein, als die links abgehende 
negative Fläche, wie es ungefähr in der Figur wirklich der Fall sein 
wird: so kann sogar Ay nicht blofs für alle Werthe von x, von = 
AB bis e=r+k=AE, positiv sein, sondern noch obendrein immerfort 
wachsen. Gleichwohl kann Y(z+k)—yrxr oder die Summe der drei 
Flächen DGC, BDF und CNE nicht positiv sondern vielmehr negativ 
sein; denn es ist dazu nur nöthig, dafs die negative Fläche BDF nur 
wenig kleiner sei als die positive Fläche D@C: denn alsdaun wird der 
Ueberschufs von D@C und BDF sehr bald, rechts von C ab, durch die 
neue negative Fläche mehr als aufgehoben werden, und folglich wird dann 

34 * 
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die Summe der drei Flächen DGC, BDF und CNE, das heifst Y (= + %k) 
— r, nicht mehr positiv sondern negativ sein. 

Also ist, erstich, wenn gleich ayz oder Y(x--a)—ı x für alle 
Werthe von z, vonz=AB bis e=rc+k=AE, positiv ist, ja sogar 
dann, wenn es immerfort wächst, Ye -+-k)—yr, in dem Falle wo « 
nicht in k aufgeht, noch keinesweges nothwendig ebenfalls positiv, und 
hat folglich keinesweges nothwendig dasselbe Zeichen wie Az; und 
folglich findet auch der Grenzen- Ausdruck für den Rest Px in ($. 6.), 
weun & nicht in % aufgeht, nicht nothwendig Statt. 

Zweitens wird auch nicht immer nothwendig nach (46.) )/(z+ k) 


Awı(: Ak ie . . 
—yr durch k. an a ausgedrückt, wenn « von % kein aliquoter 


Theil ist. Denn a ist nichts anders als irgend eine mittlere Ordinate 
der Fläche ayx, die, mit & multiplicirt, die Fläche ayz giebt. Diese 
mittlere Ordinate ist nothwendig irgend eine der Ordinaten der Fläche 
selbst und mufs in ihrem Umfange anzutreffen sein. Denn multiplicirt mau 
die gröfste der Ordinaten der Fläche mit «, so wird man eine gröfsere 
Fläche als ayz, und multiplicirt man die Aleinste der Ordinaten mit &, so 
wird man eine kleinere Fläche als a‘bx erhalten, gleich viel, ob die Ordi- 
naten positiv, oder negativ, oder zum Theil das eine, zum Theil das andere 


sind. Die mittlere Ordinate er ‚ welche, mit « multiplieirt, die Fläche 


ar giebt, mufs also nothwendig zwischen der gröfsten und der kleinsten 
Ordinate liegen. Und da nun vorausgesetzt wird, dafs Yx und folglich 
auch die Ordinaten nur sZetig sich verändern, mithin die Ordinaten ohne 
Unterbrechung der Stetigkeit von der kleinsten zu der gröfsten über- 
gehen: so mufs die milllere Ordinate nothwendig in dem Umfange der 
Fläche selbst anzutreffen sein. Nun kann, wie vorhin gezeigt, ayz für 
jeden Werth von z, von z= AB bis 2 = AE, ununterbrochen positiv sein, 
während gleichwohl Ye + A)— Yx negativ ist. Also ist EE 


& 





für jeden 





Werth von z, von z bis z+%, folglich auch al und mithin 
Ale 4x) 
x 


( 





auch k. nothwendig eine positive Grölse. Gleichwohl kann 


Ya k)— bx negativ sein, und daher ist, im Falle & in A nicht aufgeht, 
nicht, wie in (46.), nothwendig Ye +-k)— Ir = —_. Also fin- 
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det auch der Grenzen-Ausdruck des Restes (83.) im ($. 8.), wenn « in Ak 
nicht aufgeht, nicht nothwendig Statt. 


10. 

Der Fall, wenn & in A aufgeht, ist der, wenn die Differenzen- 
Reihe (9.) oder (14.) abdricht. Denn wenn, z. B. wie oben, k=mu« ist, 
so ist das m+-2' Glied der Reihe Null und alle folgenden sind es, weil sie 
alle den Factor k— ma = k—k = 0 enthalten. Mithin bleiben nur die 
:n--1 ersten Glieder der Reihe, und sie läuft nicht ohne Ende fort. Die 
Grenzen- Ausdrücke ($. 7. und 8.) für die allgemeine Taylorsche Reihe, die 
nur gelten, wenn « ein aliquoter Theil von % ist, finden also auch nur 
dann Statt, wenn die Reihe abbricht. 

Sollten sie auch für den Fall geltend gemacht werden, wo « nicht 
in % aufgeht und wo also die Reihe ohne Ende fortläuft, so müfste noch 
eine solche Bedingung hinzukommen, dafs in ($.4.) Y(x+k)—YLx noth- 
wendig das nemliche Zeichen hat wie abz = YL(x--a)—Yx, und zwar 
für jeden Werth von x, von x bis c-+-K. 

Diese Bedingung wäre offenbar die, dafs nicht sowohl aYx oder 
die Fläche zwischen der Curve, der Axe und den beiden zu x und -+« 
gehörigen Ordinaten, sondern vielmehr die Ordinaten dieser Fläche, und 
folglich die Ordinaten überhaupt, von x bis e-+k das Zeichen nicht än- 
dern dürfen, so dafs also die Curve ganz, von BD bis K, nur entweder 
über, oder nur unter der Axe läge; denn dann hat nicht blofs aYx stets 
dasselbe Zeichen, sondern auch die ganze Fläche Y(x+-k)—Yx hat 
offenbar eben das Zeichen wie aYx, und folglich finden dann die Aus- 
drücke der Grenzen des Resites in ($.7. und 8.) Statt. 

Die Ordinaten der Fläche Yx werden durch den Differential- 
Coeffieienten dx ausgedrückt. Man müfste also den Differential- Coef- 
ficienten dDx des Restes kennen, um an dem Ausdrucke desselben zu sehen, 
ob er sein Zeichen ändere, oder nicht. 

Um denselben zu finden, müfste man entweder die Reihe (9. oder 14.) 
differentiiren, um daraus d®x zu nelımen, oder man müfste den Aus- 
druck (10.) des Restes selbst differentiiren. Eine Function differentiiren 
heifst aber niehts anders, als in derselben überall etwa x+ß statt x setzen, 
von dem Resultate die F'unction wieder abziehen, den Rest durch £ divi- 
diren und darauf £ = 0 setzen. Man würde also den Differential - Coef- 
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ficienten d®x des Restes ®x zunächst dadurch erhalten, dafs man überall 
x+-ß statt x setzte und von dem Ergebnifs das Ursprüngliche wieder ab- 
zöge. Nun bedeutet A"F'x, oder die n“ Differenz von Fr, dafs c+a 
statt z in Fx gesetzt, Fx abgezogen, darauf wieder in dem Ergebnifs 
2 +u gesetzt, das Ursprüngliche abgezogen, und so diese Operation »mal 
wiederholt werden soll. Es ist aber offenbar gleichgültig, ob man diese 
Operationen zuerst an #z macht, darauf in dem Resultate noch e-+ß statt 
x setzt und das Ursprüngliche davon wieder abzieht, oder ob man, umge- 
kehrt, erst in Fx selbst e+ß statt z setzt, davon F'z abzieht und an 
dem Reste die Operation mit « macht. Also ist allgemein 
84. duFz = u"dFrz, 
desgleichen auch für (14.) 
85. dD’y. = D’dy,. 
Diesemnach würde also, da dF(z+%) oder dFa= 0 ist, die Dif- 
ferentiation von (14.) Folgendes geben: 
Ss. dOx = —dy,—k,Ddy—k,D’dy.....—k,D"dy, 
— Dy,ds, —D’y,dk, ....—D'y,dk,. 
Die Differentiation des Ausdrucks des Restes selbst (10.) würde, da 























87 chend BE DE ee m nren.n _ Fa— Fe —(e—x)dFx 
Vi. a —x sr “—x (e— x)? ur (2): 
ist, 
ss. ddx = A tn ud 2 ‚n Fa—Fx 
= VD. N “a— x 
k.k—a.k—2a ...k—na (a mel 
” FT x (a — x)? ) 
geben. 


Beide Ausdrücke von d®x würden aber, schon wegen der Diffe- 
rentiation der Facultäten, sehr verwickelt und also das Kennzeichen schwierig 
sein. Folglich würden die Grenz- Ausdrücke in ($.7. und 8.) für den Rest 
der Differenzen-Reihe, in dem Falle dafs die Reihe ohne Ende fortläuft,: im- 
mer nur wenig brauchbar sein. 

Sie sind gleichwohl an sich, obgleich sie nur für eine endliche Reihe 
gelten, immer noch interessant genug und können vielfältig nützlich sein, 
da sich daraus, wenn man nicht alle Glieder der Reihe berechnen will, die 
Summe der übrigen weggelassenen Glieder beurtheilen läfst. 
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11. 


In dem Falle, wenn man das ganz willkürliche & gleich Null setzt, 
geht die allgemeine Taylorsche oder Differenzen-Reihe (9. oder 14.) in 
die besondere oder eigentlich sogenannte Taylorsche oder Differential- 
Reihe (21.) über, und zwar unter den in ($. 2.) angezeigten Bedingun- 
gen (25.), auf die Weise, dafs allgemein 


89. d"Fr statt I in (9.) oder d”y, statt D”y, in (14.) und 


kr k.k—a.k—2a...k—(n—1 
"0. 33,,, satt "TE Tue 


in (14.) oder auch statt (k— 0), 
geschrieben werden darf. 

Nun geht, wenn = 0 ist, « in k zömmer auf. Also gelten für 
diesen Fall die Rest- Ausdrücke in ($. 6. 7. 8.) wirklich; auch in dem Falle, 
wenn die Reihe ohne Ende fortläuft. 


Sie sind alsdaun gemäfs (89. und 90.) folgende. 


Erstlich, nach ($.6.). Der gröfste und der kleinste Werth des ersten 
Gliedes 


nn in (9.), oder statt %, 





Art 

U. 53... 
auf die Weise genommen, dafs man «x nur in d’"*'Fx, nicht in 4”*', von 
x bis z+% veränderlich setzt, ern Grenzen für den Rest Dx oder für 





d*'Fx, 


die Summe aller auf das Glied „ d" F'x folgenden Glieder, unter der 


3 — 


Bedingung, dafs ak —= — (k—.u), (62.), also bier 





n 


re sein Zeichen nicht ändert, von O bis %; welche Bedingung aber 


von selbst erfüllt wird, wenn k nur positiv, oder nur negativ ist. 
Dieses ist die gewöhnliche Form des Rest- Ausdrucks. 


Zweitens, nach ($. ug Der gröfste und der kleinste Werth von 
92. - (d’ F2—.d" F(xz+X)), 





En 


auf die Weise genommen, dafs man x nur in A”, nicht in d’F(x+%), 
von x bis x-+%, also k von k bis O sich verändern läfst, sind Grenzen 
für den Rest ®x, unter der Bedingung, dafs d”*'F'x sein Zeichen nicht 
ändert, von x bis e+-k= «u. Und da für k=0 die Grölse (92.) O ist, 
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so liegt der Rest überhaupt 
93. zwischen O und ;- 5 (d’F2—d"F(z+k)). 


Diese Art des Grenzen-AÄusdrucks für die besondere Taylorsche 
Reihe, so wie die analoge für die Differenzen-Reihe, ist meines Wissens 
bis jetzt nicht ausdrücklich bemerkt worden. 

Drittens nach ($. 8.). Der Ausdruck (83.), welcher hier, nemlich 
für «=0, in 


9 Pr; dHFlc+k—n) 


übergeht, giebt Grenzen für den Rest der Reihe dadurch, dafs die unbe- 
stimmte Gröfse « die Grenzen O und » nicht überschreiten darf, und unter 
der Bedingung, dafs F'z nur stetig sich verändere. 

In dieser Form hat insbesondere Cauchy den Rest- Ausdruck auf- 
gestellt. 





12. 

Obgleich nun die Grenzen- Ausdrücke für die allgemeine Taylor- 
sche Reihe mit Differenzen, statt Differentialen, nur für den Fall gelten, 
wenn « in %k aufgeht; also der Betrag des Restes der Reihe im All- 
gemeinen nur in dem Falle sich schätzen läfst, wenn die Reihe abbricht, 
nicht wenn sie ohne Ende fortläuft: so ist gleichwohl die Reihe selbst, die 
immer in ihrer vollen Allgemeinheit Statt findet, es mag & in k aufgehen, 
oder nicht, zur Entwicklung von Functionen häufig, und öfters vor- 
zugsweise anwendbar und nützlich, und giebt, was häufig der Fall ist, 
die Entwicklung leichter, als die besondere Taylorsche Reihe, und fast 
unmittelbar. Ob aber die gefundene Beihe convergire, oder nicht, 
kann man dann mit Hülfe der besondern Taylorschen Reihe beurtheilen, 
Denn wendet man deide Reihen auf eine und dieselbe Function an, so 
mufs man nothwendig auch eine und dieselbe Entwicklung erhalten, und 
folglich mufs das, was die Reihe mit Differenzen giebt, nothwendig rück- 
wärts auch die Ausdrücke der Differential- Coefficienten (etwa in Bezie- 
hung auf die Veränderlichkeit eines andern Elementes der Function ge- 
nommen) enthalten und folglich diese Coefficienten unmittelbar geben. Die 
durch die Differenzen-Reihe gefundene Entwicklung mufs identisch zu- 
gleich die Reihe selbst sein, welche die besondere Taylorsche Beibe mit 
Differentialen gegeben haben würde, wenn man sich ihrer statt der Diffe- 
renzen- Reihe zur Entwicklung bedient hätte. Man kann also dann auch 
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ohne weiteres die Convergenz der gefundenen Reihe nach den Kenn- 
zeichen ($. 11.) beurtheilen, es mag « in Ak aufgegangen sein oder nicht. 

Um dies näher zu erläutern, möge die Entwicklung einer beliebigen 
Potenz eines Dinomiums, oder der sogenannte binomische Lehrsatz, zum 
Beispiel genommen werden. 


Es sei 5 _ Fr= uw“ 
nach dem allgemeinen Taylorschen Satze mit Differenzen zu entwickeln. 
Man findet 


96. AFx, das heift Fe +a)— Fr = Wr — " = u (w—1), 
und daraus folgt unmittelbar 


fr= ıFr = on w—i) = ww—i), 
„Er = A. EFT = u (u —1)}, 

9. “Fr = 1a.4’Ffr = u“(w—1), 
u"Fr = u (wW— 1)". 


Also ist zufolge der allgemeinen Entwicklungs-Reihe (9.) 
98. F(a+k) = wt = w.u 


x k a k.— a \9 
=u lı+ &(w —1) +5 (u —1) 
k.k—a.k—2a 

















+ 2.303 (u — 1)’ .—.......... 
k.k—a ...k—(n—1)a „. u 
+ 5 PREV” (1) 
k.k—a.k—2a....k—na „([wWwH_ uw 
” > RE" 2” ( k ); 


und dieser Ausdruck findet in der höchsten Allgemeinheit Statt, was auch 
immer a, x und A sein mögen: Rationales, Irrationales, oder selbst Imagi- 
näres; denn er ist nichts weiter als eine @dentische Verwandlung der zu 
entwickelnden Gröfse u*t*, 

Setzt man hierin 2=0, so dafs @*=1 ist, und ferner das zanz 





willkürliche &=1, so erhält man 
true ya... 


ke lat) 


+ 2 w—1)"+ Ar) ern 
Seizt man endlich in diesem Ausdrucke 
10. w=1+£, 








so erhält man 
Crelle’s Journal d.M. Bd. XXI. Hft. 3. 35 
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3 kk—1 P? | k.k—1.—2 ß8 
(14 er —=1+# E +. e+ ze meer RERLSERTE 
BE k—?2. Acer Pr 
rn 4 Em a 
Bu u ar eig? k—n „fz+P)*— :* 
r u er a" ( kzk ) 
oder 
101. + tr Ak TR arage 
Br "== gien on 
..+ a PB 
EEE teen yet A die (+ P)% — z* i 
+ ME Ber“ en kzk ); 


und dieses ist der binomische Lehrsatz in der höchsten Allgemeinheit. 

Er ergiebt sich, wie man sieht, aus der allgemeinen Entwicklungs- 
reihe mit Differenzen unmittelbar, ohne alle Voraussetzung und Bedingung, 
hlofs durch eine zdentische Verwandlung. 

Die Convergenz dieserReihe kann nun freilich nicht allgemein uach 
den obigen Kennzeichen (6. 7. und 8.) beurtheilt werden, weil «=1 ge- 
setzt worden ist und also, wenn % keine ganze Zahl ist, in % nicht auf- 
geht. Sie würde sich nur dann schätzen lassen, wenn die Reihe, wie es 
für einen ganzzahligen Exponenten % der Fall ist, abbricht. 

Aber oflenbar würde man identisch auch Dasselbe für die Grölse 
(z+ß)* (101.) erhalten müssen, wenn man sich zur Entwicklung dersel- 
ben, statt der allgemeinen Taylorschen Reihe mit Differenzen, der beson- 
dern Taylorschen Reihe mit Differentialen (21.) bediente. 

Für diese Reihe würde hier 

102. z=x, Fxr= z* wdß so viel als dort k sein. 

Also würde zufolge (21.) 


103. F(z 2 k) = (z+Bß)* 











= ern... Hs drai 
pr » ai, 
TERN kzk* ) 


sein. 
Nun ist aber dF’z, oder hier dz*, nichts anders als 


AFz F @)—Fz „. 
re A ne m. "from 0, 





[64 
das heifst, es ist 
we ea 
[44 





V. 


für & 
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Nach (101.) ist, « statt ß geschrieben, 
k.k—1 


105. (sta = ++ herta Het 


re ER ai. a Rn) ana... ins Unend- 


n 


k. krofi Au 
Fand 











liche, oder bis zu Ende, 
und dieses giebt 


ch er DIRT VE OIER 
106. u mu okzı ne t zer 2 1" BR 


k.k—1.k—?2. 2 Ad ie) kn n—1 R 
..+ 2, =” Ü on... 09.» 











also ist für =0, weil alle Glieder che Ai dem ersten, bis ins Un- 
endliche, oder wenn die Reihe abbricht, bis zu Ende, & zum Factor haben, 


Bil 
107. un me _ füra = 0, das heilst de* = kz'"'; 


und zwar für jeden beliebigen Werih von X. 
Daraus folgt unmittelbar 
de! = k—1.2.., also d’z*t = k.k—1.2*” 
de”? = k—12.27, also Eat = k.k—1.k—2.2'” 
de — (k—(n—1))2'”, also det = k.k—1.k—2 .... 
. (k—(n—1))2*" 





und dieses giebt, in (103.) gesetzt, 
k.k—1.ko2 5 














109. (+ = te zuge RU kl2 a, 
k.k—1. ee BE a ar PN 
.. BED girß 
Br (CHR 
tor? ( kzk )- 


Diese Reihe für (<+P)* ist, wie gehörig, wieder genau dieselbe 
wie die (101.), welche die allgemeine Eutwicklungsreihe mit Differenzen 
gab; nur mit dem Unterschiede, dafs der Rest jetzt anders ausgedrückt ist, 
und dafs der Werth desselben nunmehr geschätzt werden kann, weil jetzt 
2 =0 gesetzt worden ist; und zwar nach den Kennzeichen ($. 11.). 

Die allgemeine Entwicklungsreihe mit Differenzen statt Differentia- 
len hatte also hier allerdings ihren Nutzen. Sie gab die Reihe selbst, für 
(z-+ß)" unmittelbar, und darauf, vermittelst ihres Resultats, den Werth der 
Differential-Coefficienten von 2*, in Beziehung auf die Veränderung des 
andern Elements z oder @ in Fx = u“, ebenfalls unmittelbar. 

Berlin im März 1839. 
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19. 


Geometrische Eigenschaften einer F'actorentafel. 
(Von Herrn Professor A. F. Möbius in Leipzig.) 





Man theile die Ebene des Papiers durch horizontale und verticale Linien 
in quadratförmige Fächer. In die oberste horizoutale Fächerreihe schreibe 
man von der Rechten nach der Linken die Zahlen 0, 1, 2, 3, .... in ihrer 
natürlichen Ordnung. Wir wollen diese Reihe die Hauptreihe nennen. In 
jedes Fach der darunter liegenden horizontalen Reihe schreibe man 1. In 
jedes Fach der nächstfolgenden Reihe, welches unter einer Zahl der Haupt- 
reihe liegt, die durch 2 theilbar ist, setze man 2. Eben so schreibe man 
in alle Fächer der folgenden Reihe, welche unter den durch 3 theilbaren 
Zahlen der Hauptreihe liegen, die Zahl 3; u.s.w. (Siehe Fig. 2.) 

Auf solche Weise erhält man eine Factorentafel, indem unter jede 
Zahl der Hauptreihe in verticaler Linie keine andern Zahlen als die F'acto- 
ren jener Zahl, sie selbst und die Einheit mit gerechnet, zu stehen kommen. 

Eine solche Anordnung der Factoren, die für die Praxis allerdings 
nicht die geeignetste, in theoretischer Hinsicht aber die naturgemälseste 
sein dürfte, besitzt nun zugleich mehrere merkwürdige geometrische Eigen- 
schaften. Die Entwicklung derselben ist der Zweck dieses Aufsatzes. 

Es werde deshalb vorläufig bemerkt, dafs, wenn im Folgenden gesagt 
wird, eine Linie gehe durch eine gewisse Zahl, oder eine Zahl liege in 
einer gewissen Linie, unter der Zahl immer nur der Mittelpunct des Fel- 
des verstanden werden soll, in welchem die Zahl sich befindet. Um fer- 
ner die unter sich gleichen Zahlen einer und derselben Horizontalreihe 
ihrem Orte nach von einander zu unterscheiden, soll hier im Texte an jede 
Zuahl als Index noch die Zahl der Hauptreihe beigefügt werden, unter 
welcher erstere anzutreffen ist. Hiernach werden z. B. die Dreien in der 
$ten Reihe unter der Hauptreihe characterisirt durch 3,, 33, 355 35 u. 8. w., 
und allgemein die Zahl « in der aten Reihe durch a,, &,, Gay Ay + :.. 
Gpas »e.., Weil sie unter den Zahlen O0, a, 2a, 3a, .... ma, .... der 
Hauptreihe stehen. Zugleich sieht man hieraus, wie der Index einer Zahl 
immer sie selbst zum Factor hat und wie eine Zahl und ihr Index als 

















Lo 
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Ordinate und Ahecisse des Mittelpunctes des Feldes der Zahl gelten kön- 
nen, indem man die horizontale Mittellinie der Hauptreihe zur Ahecissenlinie, 
den Mittelpunct des Feldes, welches die Null enthält, zum Anfangspuncte 
eines rechtwinkligen Coordinatensystems und die Seite eines der quadrat- 
förmigen Felder zur Linien - Einheit wählt. 

Die Grund-Eigenschaft der F'actorentafel, aus welcher sich alle übri- 
gen herleiten lassen, besteht nun darin, dafs die Gerade durch zwei Zahlen 
a,. und 5,, in verschiedenen Horizontalreihen und die Gerade durch die 
gleichvielten in diesen Reihen darauf folgenden Zahlen a... und Dur. 
die Abcissenlinie in demselben Puncte treffen. 

In der That haben die Zahlen «a,. und 4.4... gleiche Ordinaten, 
— a, und die Differenz ihrer Abeissen ist = ra, d. h. jede von ihnen ist 
um eine Weite = a von der Abecissenlinie entfernt, und ihr gegenseitiger 
Abstand ist = ra. Eben so ist jede der Zahlen d,, nnd d,.4,, um 5 von 
der Abecissenlinie entfernt, und ihr gegenseitiger Abstand it = rd. Es 
verhalten sich daher ihre gegenseitigen Abstände ra und rd wie ihre Entfer- 
nungen a und d von der Ahcissenlinie; woraus das Uebrige von selbst fliefst. 

Eine unmittelbare Foige hiervon ist, dafs, wenn drei oder mehrere 
an sich verschiedene Zahlen in vier Geraden sind, man wiederum auf Zah- 
len in einer Geraden kommen wird, wenn man von jeder der erstern in 
ihrer Horizontalreihe um gleichviel Zahlen nach einerlei Seite zu weiter 
geht, und dafs beide Geraden sich in der Abcissenlinie schneiden. So müs- 
sen z. B., weil die Zahlen 1,, %,, 305 40, ... in einer Verticale unter dem 
Nullpuncte liegen, auch die Zahlen 

rl gene 
desgleichen 1,, 4, 35 Ay +... 
u Ba Bu Maple er 
u.8%.w usw 
in Geraden liegen, welche sämmtlich auf den Nullpunct treffen. Man sieht 
hieraus, wie alle Zahlen der Tafel in Reihen, deren jede die Zahlen 1, 
2, 3, »... in der natürlichen Folge enthält, und welche vom Nullpuncte 
divergirend ausgehen, sich zusammennehmen lassen. Auch bieten sich diese 
Reihen beim ersten Anblicke der Tafel dar. 

Die unter einer Zahl der Hauptreihe, etwa unter 8, stehenden Zah- 
len 15, 25, 4, 8; oder 1315 2425 #22, 8, sind die Factoren jener Zahl 8. 
Es müssen daher mit 8 in gerader Linie auch die Zahlen 
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Isynıs Zuarras Hans Burns 
sein, und keine andern; also, wenn wir r nach und nach = —?, —1, 
Il, 2, .... setzen, die Zahlen 


1, 235 45 1,5, 265 44s 803 
lo, 20 du; 8165 1,0; 225 465 8243 u. S. w. 
Eine Gerade, die man durch eine Zahl (8) der Hauptreihe und einen 
ihrer Factoren zieht, — stehe dieser vertical unter ihr, oder seitwärts (2,,), — 


trifft daher auch die übrigen Factoren (1,0; As, 8), und keine anderen 
Zahlen; oder was zum Theil dasselbe sagt: Eine Gerade, gelegt durch 
irgend eine Zalıl a,., der Tafel und durch eine der Zahlen der Hauptreihe, 
welche ein Vielfaches von « ist, wie ab, trifft die vervielfachende Zahl b,,. 

Der Coefficient n im Index n5 von 5 ist offenbar eine von a,5 und 
m abhängige Zahl. Um diese Abhängigkeit zu bestimmen, erwäge man, 
dafs mit der Zalıl «6 der Hauptreihe die Zahlen «@,, und 5,, ebenfalls in 
einer Geraden liegen, nämlich in einer Verticalen, weil die Indices letzte- 
rer Zahlen der Zahl «5 der Hauptreihe selbst gleich sind. Es müssen da- 
her in der horizontalen Reihe der # zwischen a,,. und ,. eben so viele a, 
als d in der Reihe der 5 zwischen 5,, und d,,, vorkommen, d. h. es mufs 
m—b = n—a sein, wodurch n=m-+-a—D wird. Die Gerade durch die 
Zahl a,. und durch ihr Vielfaches a5 in der Hauptreibe, trifft demnach die 
vervielfachende Zahl b.n4.-3- 

Die Geraden, welche die Zahl «„., mit den Zahlen 1a, 2a, 3a, ... 

. 44, .... der Hauptreihe verbinden, treffen daher resp. die Zalılen 
(A) Yon Ian "Use sie 

Man kann die somit nach ihrer Stellung in der Tafel bestimmten 
Zahlen 1, 2, 3, 4, .... die zur Zahl a,. gehörigen Zahlen nennen. Sie 
gehören ibr aber nach dem Gesetze zu, dafs eine Gerade, welche eine der 
erstern mit der letztern verbindet, die Hauptreihe in dem Producte beider 
trifft; wobei noch zu bemerken ist, dafs die zu a,„. gehörige Zahl « auch 
dem Orte nach mit ersterer zusammenfällt. 

Soll die Zahl d,, zur Zahl a,„. gehören, so mufs, dem Vorigen zu- 
folge, m$a=n-+Db sein; und eben so mufs, wenn @,„. und c,. zusam- 
mengehörige Zahlen sein sollen, m+a = p+c sein. Gehört demnach 
jede von zwei Zahlen d,„, und e,. zu einer und derselben dritten a,., so 
ist auch n+d= p-+c, und sie gehören folglich auch zu einander; oder 
mit andern Worten: wenn die zwei Geraden, welche eine Zahl a der 
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Tafel mit zwei andern Zahlen 5 und c derselben verbinden, die Hauptreile 
in den Producten «5 und ac treflen, so begegnet auch die Gerade durch 
5 und c der Hauptreihe in dem Producte be. 

Hiernach sind je zwei Zahlen der Reihe (A.) zusammengehörige 
Zahlen, da jede von ihnen zu «„. gehört, und die Reihe besitzt folglich 
die merkwürdige Eigenschaft, dafs die Gerade, welche irgend zwei Zahlen 
derselben verbindet, die Hauptreihe stets in dem Producte der Zahlen trifft. 

Dergleichen Reihen sind, wenn man m-+«@ nach und nach = 6, 7,5 


setzt: 
(a.) 1;, 235 30» Ag, 955 605 


(d.) 15, 2109 I129 Has Iuoy 665 705 
(e.) 17, 225 I1s9 Su69 Yıss Orr, 775 dr 

Schon hieraus erhellet zur Genüge, dafs man in solchen Reihen alle 
Zuahlen der Tafel zusammenfassen kann, und dafs dabei keine Zahl zwei 
oder mehreren Reihen gemeinschaftlich ist. Denn aus den Zahlen der 
Reihe (a) ergeben sich die von (5), und aus letztern die von (ce), wenn 
man die Indices von 1, 2, 3, .... resp. um 1, 2, 3, .... vergrölsert, d. h. 
wenn man statt jeder Zahl die ihr in der Horizontalreihe, worin sie steht, 
zunächst folgende setzt. 

Was noch die geometrische Gestalt der Reihe (4A.) anlangt, so läfst 
sich leicht zeigen, dafs alle ihre Zahlen durch eine Parabel verbunden 
werden können. Da nämlich der Ort einer Zahl durch die Zahl selbst als 
Ordinate (y) und durch ihren Index als Abscisse (x) bestimmt wird, so 
hat man zufolge des allgemeinen Ausdruckes für eine Zahl der Reihe: 

y=b z=(—b)l, 
wo der Kürze wegen c statt des vorigen m-+a gesetzt worden ist. Hieraus 
folgt aber, nach Elimination des veränderlichen 5: 
z=cy—yy ode z—te= —(46—y), 
weiches die Gleichung für eine Parabel ist, deren Parameter = 1, = der 
Seite eines der quadratförmigen Felder der Tafel, deren Axe parallel mit 
der Abscissenline, d. i. mit der Hauptreihe ist und nach der enigegenge- 
setzten Richtung derselben läuft und deren Scheitel die Coordinaten 
e=4ce und y=!Hc hat. 
Alle Zahlen der Tafel lassen sich demnach in Parabeln zusammen- 
fassen, deren jede die Zahlen von 1 an in ihrer natürlichen Folge 
enthält. Jede dieser Parabeln hat einen Parameter =1 und eine der 
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Hauptreihe parallele Axe, und geht durch den Nullpunct der Hauptreihe. 
Alle zu einer und derselben Parabel gehörigen Zahlen sind aber so ge- 
stellt, dafs die durch irgend zwei derselben gelegte Gerade die Hauptreihe 
in dem Producte beider trifft, und dafs folglich, wenn man eine Zahl 
mit ihr selbst verbindet, d.h. in dem Puncte der Zahl an die Parabel 
eine Tangente legt, dieselbe der Hauptreihe in dem Quadrate der 
Zuahl begegnet *). 

Das letztere Resultat kann auch unmittelbar aus folgendem leicht 
erweislichen Satze hergeleitet werden. Zieht man in der Ebene einer 
Parabel zwei Geraden, von denen die eine parallel mit der Axe ist und 
daher die Parabel nur in einem Puncte EC schneidet, die andere der Para- 
bel in zwei Puncten A und Z und der erstern Geraden im Puncte D be- 
segnet, so ist das Product aus den Entfernungen der Puncte A und B 
von der erstern Geraden gleich dem Producte aus dem Abschnitte CD der 
erstern in den Parameter. 

Mit Hülfe dieses Satzes erhellet zugleich noch die Richtigkeit des 
folgenden, welcher als der duale Gegensatz des vorhin gewonnenen Re- 
sultats angesehen werden kann: 

Alle Zahlen der Tafel lassen sich in geraden Linien zusammen- 
fassen, deren jede die Zahlen von 1 an in ihrer natürlichen Folge 
enthält. Jede dieser Geraden geht durch den Nullpunct der Haupt- 
reihe. Alle zu einer und derselben Geraden gehörigen Zahlen sind 
aber so gestellt, dafs eine durch irgend zwei derselben gelegte Parabel, 
welche einen Parameter =1 und eine der Hauptreihe parallele Axe 





*) Man könnte hiemach eine Parabel in Verbindung mit einer Geraden, beide 
auf die oben beschriebene Weise eingetheilt, auch als Multiplicationsmaschine 
benutzen. Ein Lineal, gelegt durch die Theilpuncte der Parabel, an welchem die Facto- 
ren stehen, würde die Gerade in dem Theilpuncte des Products treffen. 

Bei dieser Gelegenheit mag noch bemerkt werden, dafs zu demselben Zwecke 
statt der Parabel auch zwei Geraden, die eine für den einen, die andere für den äu- 
dern Factor, angewendet werden könnten. Es gründet sich dieses darauf, dafs man, 
wenn die drei Seiten BC, CA, AB eines Dreiecks \ von einer vierten Geraden resp. 
in F, G, H geschnitten werden und 

BF CG BH 
are =5 Zpa 
CF AG AH 
gesetzt wird, fs = h hat. Schreibt man daher an jeden Punct F der Linie BC 
die durch seine lage gegen B und C bestimmte Zahl f; eben so an jeden Punct G 
der Linien CA die Zahl g, und an jeden Punet HZ der Linie AB die Zahl h, so wird 
ein durch irgend zwei Zahlen der Linien BC und CA gelegtes Läneal die Linie „AB 
stets in dem Producte dieser Zahlen schneiden. 
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hat, die Hauptreihe in dem Producie beider trifft, und dafs folglich, 
wenn man eine Parabel von derselben Gröfse und Lage gegen die 
Haupfreihe, berührend an eine der geradlinigen Reihen legt, sie der 
Hauptreihe in dem Quadrate der Zalıl begegnet, in welcher sie die 
geradlinige berührt. 

Zusätze. A. Da die Coordinaten des Scheitels einer der zuerst 
gedachten Parabeln z= cc und y=+te sind, so liegen die Scheitel aller 
dieser Parabeln wiederum in einer Parabel, deren Gleichung 2 = yy ist, 
also in einer Parabel, deren Parameter gleichfalls =1 ist, deren Axe mit 
der Abscissenlinie zusammenfällt und die positive Richtung, also die ent- 
gegengesetzte der Axen der vorigen Parabeln, hat, und deren Scheitel 
der Nullpunct ist. 

B. Für die vorigen Parabeln hat ce die Werthe 1, 2, 3 ...., und 
es werden daher die Scheitel derjenigen unter ihnen auf Zahlen der Tafel 
fallen, für welche c eine gerade Zahl ist. Diese Tafelzahlen sind: 

(«.) Oo Iıy 245 Io io +... 
red, 2, 4° 

Hiermit haben wir zugleich eine neue Reihe (z) von Zahlen kennen 
selernt, welche eine Parabel bilden. 

C. So wie aus den Zahlen einer der vorigen Parabeln die Zahlen 
der nächstfolgenden oder vorhergehenden gefunden wurden, indem der In- 
dex jeder Zahl um die Zahl selbst vermehrt oder vermindert wurde, so 
können wir auch aus der Reihe («.) neue Reihen in Parabeln liegender 
Zahlen ableiten. Die aus der Vermelrung der Indices entstehenden Bei- 
hen sind: 





12, 265 3125 NPBRRERT: 133 285 Ius5 Saas +++ 5 u. 8 W. 
die aus der Verminderung entstehenden: 
l,, FR 36 412» ....; eu Se As; ...., U. S, W. 


und allgemein: 
(2.) Vo4ıs Rc4223 Ic+3)33 u. 

wo ce auch negativ genommen werden kann; nur dürfen dadurch die In- 
dices nicht negativ werden, so lange wir nicht die Grenzen der im Vori- 
gen construirten Tafel überschreiten wollen. 

Wie man sieht, werden auch durch diese Reihen alle Zahlen der 
Tafel erschöpft. Die allgemeine Gleichung ihrer Parabeln ist: 

z=cy+yy oder a+lce= (de+y). 
Crelle’s Joarnal d.M. Bd. XXI. Hft. 3. 36 
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Von allen Parabeln dieses neuen Systems sind daher die Parameter 
gleichfalls =1; die Axen sind mit der Abscissenlinie parallel und haben 
die positive Richtung derselben; von den Scheiteln sind die Cooordinaten 
2e=—}cc, y=—-}c, die Scheitel selbst liegen daher in einer Parabel, 
deren Gleichung yy=— x ist und fallen somit über die Grenze unserer 


Tafel hinaus; endlich gehen auch hier sämmtliche Parabeln, verlängert, 
durch den Nullpunct. 


D. Um uns von der gegenseitigen Beziehung zwischen diesem 
neuen und dem vorigen Systeme von Parabeln eine anschaulichere Vor- 
stellung zu verschaffen, wollen wir uns zwei Parabeln N und P denken, 
deren jede einen Parameter —=1 hat, deren Axen in die Absecissenlinie 
fallen, die der N in die negative Seite, die der P in die positive, und 
welche den Anfangspunct der Abscissen zum gemeinschaftlichen Scheitel 
haben. Wird nun die Parabel N so fortbewegt, dafs ihre Axe sich paral- 
lel bleibt und ihr Scheitel in der Parabel P fortgeht, so kommt sie nach 
und nach in die Lage aller Parabeln des ersten Systems; wird aber die 
Parabel P parallel mit sich fortbewegt, so dafs ihr Scheitel die Parabel N 
beschreibt, so coincidirt sie nach und nach mit allen Parabeln des zweiten 
Systems. 

E. Da die Parabeln des zweiten Systems eben so gegen die nega- 
tive Seite der Abscissenlinie gelegen sind, wie die des ersten Systems ge- 
gen die positive Seite, so wird eine Gerade durch zwei Zahlen der Tafel, 
die zu einer Parabel des zweiten Systems gehören, der Abscissenlinie in 
ihrer Verlängerung über den Nullpuncet nach der Linken begegnen, und 
zwar ebenfalls in dem Producte der beiden Zahlen, wenn die Zahlen der 
Hauptreihe über Null hinaus nach der Linken weiter fortgesetzt werden. 

F. Aufser den bisher betrachteten zwei Systemen von Parabeln 
lassen sich die Zahlen der Tafel noch auf unzählig viele andere Arten in 
Parabeln von kleinern Parametern zusammenfassen. Dies zeigt sich am 
leichtesten, wenn man die geradlinige Reihe 

tt 3scs ae Bist 
mit der parabolischen Reihe 


‘ 


. 0 ALaır ae Ixe-3)3 eo. Ayc-a)) : 
vergleicht. Man erkennt sogleich, dafs man von den Zahlen 1, 2, 3, ... 
der Reihe O. zu denselben Zahlen der Reihe I. gelangt, wenn man in den 
horizontalen Reihen dieser Zahlen um 1, 4, 9, .... @4, .... Felder weiter 
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‘ zurückgeht. Man kann nun nach demselben Gesetz aus der Reihe I. eine 
dritte II., aus dieser eine vierte III. u. s. w. ableiten. Dies giebt die Reihen: 


I. 0, 1. 22093 Izte-09 oe. Aae-2a)) 
IL. 0, 1.35 2xe 3 Io: er. Aale-a) 3 
und überhaupt: 

M. O0, 1_ms Iye-2m)} IHe-amy + + + + Aatemam)) 

Es erhellet ferner ohne weiteres, dafs nicht blofs die erste und 
zweite Reihe, sondern auch jede der ührigen fähig ist, alle Zahlen der 
Tafel erschöpfend darzustellen, indem man nämlich für ce nach und nach 
alle Zahlen setzt, für welche man positive Indices erhält. 


Um die Curven zu bestimmen, die sich durch die Zahlen der Reihen 
II., III, .... ziehen lassen, nehme man das allgemeine Glied a,._.m, der 
mten Reihe, setze, wie im Vorigen, die Zahl desselben «= y, seinen In- 
dex a(c—am)=r, und eliminire hieraus a. Dies giebt die Gleichung 


2 = cy—myy oder —(2—}°°) — (y—12). 

Von jeder der Reihen, die sich aus (M.) für die verschiedenen Wer- 
the von c ergeben, liegen demnach die Zahlen in einer Parabel, deren Axe, 
wie bei dem im Obigen zuerst betrachteten Systeme, der Abscissenlinie nach 
entgegengesetzter Richtung parallel ist. Der Parameter jeder dieser Para- 
beln ist dem ten Theile der Seite eines Feldes gleich, und die Coordi- 


naten des Scheitels sind x = 1 und y= I—. Hieraus folgt, nach Eli- 


mination von c, yy= —, als die Gleichung für die Curve der Schei- 


tel. Die Scheitel sämmtlicher Parabeln liegen daher in einer Parabel, die 
ihnen gleich ist, aber die entgegengesetzte Lage hat, und deren Scheitel 
in den Anfangspunct fällt. 

Endlich ist nach dem oben angeführten Satze von der Parabel das 
Product aus zwei Zahlen der Reihe (M.) gleich dem Producie aus dem Para- 
meter in die Zahl der Hauptreibe, in welcher die H.Reihe von einer durch 
erstere beide Zahlen gelegten Geraden geschnitten wird; d. h. die Haupt- 
reihe wird von dieser Geraden in dem mfachen des Productes der beiden 
Zahlen geschnitten. 

So liegen z. B. die Zahlen jeder der durch II. dargestellten Reihen 
in einer Parabel, deren Parameter =4 ist. Diejenige dieser Reihen, für 
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welche e=11 ist, besteht aus den Zahlen 
Oo 1a, Ras Ir Es 555 
und es wird daher z. B. die Gerade durch 2,, und 3,. die Hauptreihe in 
dem doppelten Prodacte aus 2 in 3, d. i. in 12 treffen. 
@. Eben so, wie jetzt aus den Reihen O. und I. die folgenden 

II... .... M...... hergeleitet wurden, kann man auch in entgegengesetz- 
ter Richtung zu neuen Reihen I*., I®., .... M*, .... fortgehen, von 
denen jede aus der vorhergehenden, I*. aus O., II*. aus I*., u. s. w. auf 
gleiche Art, wie OÖ. aus I., entspringt. Die Reihen I*. und M“*. werden 
hiernach sein: 

er a aa 

BR. We Ai ee 
Die Reihe F. ist folglich einerlei mit der obigen (2.), so dafs das System 
von Reihen, welches man aus T*. für die verschiedenen Werthe von c er- 
hält, dasselbe ist, welches wir oben als das zweite bezeichneten. Hinsicht- 
lich der übrigen Reihen reicht es hin zu bemerken, dafs M*. zuM. in der- 
selben Beziehung wie T*. zu I. steht. 
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11. 


De formatione et proprietatibus Determinantium. 
(Auct. ©. G. J. Jacobi prof. ord. math. Regiom. ) 





1. 


Sunt quidem notissimi Algorithmi, qui aequationum linearium litteralium re- 
solutioni inserviunt. Neque tamen video eorum proprietates praecipuas, ita 
breviter enarratas atque in conspectum positas esse, quantum optare debe- 
mus propter earum in gravissimis quaestionibus Analytieis usum. Scilicet 
illae proprietates quamvis elementares non omnes ita {ritae sunt, ut quas 
indemonstratas relinquere deceat et valde molestum est earum demonstratio- 
nibus altiorum ratiociniorum decursum interrumpere. Cui defectui hic sup- 
plere volo quo commodius in aliis commentationibus ad hanc recurrere pos- 
sim; neutiguam vero mihi propono totam illam materiam absolvere. Adjeci 
sub finem Propositiones quasdam ad Methodum minimorum Quadratorum 
pertinentes, quibus explicetur quomodo incognitarum valores eorumque Pon- 
dera, Methodo illa determinata, peudeant a diversis valoribus et ponderibus 
quae obtinentur pro diversis Combinationibus numeri Observationum numero 
incognitarum aequalis, qui earum determinationi sufficit. Quae ad computum 
inutilia, facere tamen possunt ad naturam illorum valorum et Ponderum me- 
lius cognoscendam. 


2. 


Proponatur productum conflatum ex omnibus u differentiis n+ 1 
quantitatum Gy, Gy +++ G,, 
P= (—a,) (a, — 4) (4, —4,) .... (d,— 4,) 
(3. — 4)(a — 4) .... (4,— 4,) 
(4, —4;) »... (4, — Q,) 


(4, — 4,_1) 5 
quod productum omnimodis permutando quantitates a; valorem absolutum 
mutare non potest, sed aut valorem eundem servat aut in oppositum abit. 
Vocemus eas indicum O, 1,.... 2 Permutationes, pro quibus P valorem 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXIL. Hft. 4. 97 
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eundem servat, posifivas; eas, pro quibus P valorem oppositum induit, ne- 
galivas, sive priores dicamus pertinere ad classem positivam Permutationum, 
posteriores ad classem negalivam. Binis propositis Permutationibus quibus- 
cunque, certa exstabit Permutatio, qua post alteram adhibita altera prodit. 
Pertinebunt duae Permutationes propositae ad classem eandem aut ad 
classes oppositas, prout Permutatio, qua altera ex altera obtinetur, ad 
classem posilivam aut negativam perlinet. Tribus enim Permutationibus 
abeat P respective in eP, e'P, eP, ipsis e, e', e'‘ denotantibus +1; si 
secunda Permutatio post primam adhibetur, abit P successive in eP, &.e P; 
unde si secundam Permutationem post primam adhibendo nascitur tertia, fit 
em Eee. 

Hinc prout e' aut +1 aut —1, hoc est prout Permutatio qua ter- 
tia e prima obtinetur ad classem positivam aut negativam pertinet, Permu- 
tationes prima et tertia ad classem eandem aut oppositam pertinent, et vice 
versa. Sequitur ex antecc., Permutationes ad eandem classem pertinentes, 
si nova fiat Permutatio, aut cuncias simul in eadem classe manere aut 
cunctas simul in alteram classem transire. Scilicet fit illud aut hoc, prout 
Permutatio ad classem positivam aut negativam pertinet. Si plures Per- 
mutationes aliae post alias adhibentur, diversae nasci possunt Permutationes 
pro diverso quo aliae post alias adhibeutur ordine. Etenim Permutatione 
aligua loco O0, 1, 2 etc. ponatur 2,, 2,, 2, elc. atque alia quadam Permuta- 
tione Ä,, A,, A, etc.,; secunda post primam adhibita, ipsorum 0, 1, 2 etc. 
locum occupabunt 

k; ke, &, eie, 
prima vero post secundum adhibita, 

2 %,> 2, etc. 
neque necessarium est fieri 

KT Un 

At prorsus eadem methodo, qua Propositio praecedens, demonstratur, Per- 
mutationes diversas quae nascanlur pro diverso ordine quo Permutatio- 
nes complures aliae post alias adhibentur ad eandem pertinere classem. 

Designantibus 2 et 2‘ binos indices quoscunque, productum P sic ex- 
hibere licet: 

P= +(a—.a,).]Il(a,—a)(@a,—a,).I(a— ax), 
siquidem designant 


a —a;)(a,—u.), Il (a— a.) 
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producta omnium ipsius P factorum (a, —a;) (a, —a;) vel a —a;,., qui ob- 
tinentur tribuendo ipsi & vel utrique Ak, A’ valores ab 2 et ©’ diversos. 
Quae duo producta alterum ipsorum ö, ® respectu symmetricum est alterum 
iis vacat unde permutando indices 2 et ” non mutantur. Contra ex per- 
mutatione factor simgularis a;—a;, valorem oppositum induit; unde öpsum 
productum propositum P permutando binos indices valorem oppositum 
induit. Duorum igitur indicum commutatio est Permutatio negativa, unde 
Permutationes positivae si denuo bini indices commutantur cunctae in ne- 
galivas, negalivae cunctae in positivas transeunt. 

Reciprocas vocare licet binas Permutationes, quibus altera post alte- 
ram adhibitis positio primitiva non mutatur. Statuamus Permutatione aliqua 
loco 0, 1, 2 etc. poni 2, 2, 2, ete.; erit Permutatio reciproca qua 0, 1, 2 
etc. loco ö,, 2,, 2, etc. ponitur. Binae Permutationes reciprocae ad eandem 
classem pertinent, cum altera post alteram adhibita ipsum P non mutetur. 


3. 
Ut cognoscatur an Permutatio proposita sit positiva an negaliva, 
variae assignari possunt regulae. Statuamus indicibus permutalis loco 
u u re 


respective positos esse 
LE) % 5 (2 .... en > 


ac quaeratur an hac permutatione productum P immutatum maneat an signum 
mutet. Producti P factores singuli ita exhibiti sunt ut elementum minore 
indice affectum de elemento maiore indice affecto detrahatur. Itaque si r 
et s bini sunt indicum 0, 1, ? .... 2, atque r<{s, erit ipsius P factor 


a,—4d, 
qui factor perimutatione assignata abit in 
a — a; 


qui et ipse seu illi oppositus erit inter ipsıus P factores prout ?, > r aut 
:,<r. Itaque si in serie numerorum, 

En 
m vicibus evenit ut post numerum aliquem 2, invenielur minor numerus i,, 
totidem vieibus producti P factor aliquis signum mutat sive Permutatione 


indicata mutatur P in 


(PP, 
eritque Permutatio positiva aut negativa prout m par aut impar est. (uam 


regulam olin Cel. Cramer dedit, ill. Laplace demonstravit. 
\ 37 * 
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Sint 


ds re A 

quicunque indieum O0, 1, 2 ....2—1, ac consideremus eam Permutatio- 
nem qua mutatur ö, in 2, 2, in 2%, etc. ac postremo &, in 2,. Ad eandem 
Permutationem pervenimus, si primum 2, cum 2,, deinde ö, cum ;, etc. 
postremo 2, cum 2„ commutamus. Unde una illa Permutatio obtinetur m 
viecibus commutando duo elementa ideoque est Permutatio positiva aut nega- 
tiva prout m par aut impar sive prout indicum numerus m-+1 impar aut 
par est. 

Ponamus Permutatione aliqua proposita quacunque mutari indices 
2, in 2, 2%, in 2%, 2, in 2, ac generaliter ©,_, in 2,: pervenitur tandem ad 
indicem ?,„ qui in 2, mutatur, neque antea ad aliquem praecedentium indicum 
reditur. Ponamus enim in serie indicum %,, &, 2% .... inveniri indicem ö, 
qui in indicem aliquem praecedentem :, mutetur; cum Permutatione quacun- 
que unus tantum index in datum quendam indicem mutetur, fieri debet 3, 
— i,_, ideoque etiam =, do =%, et ita porro usque dum ha- 
beatur 3,71, =%. Unde fit &_,4ı = 2„, ideoque indicem ?,, qui in indicem 
aliquem praecedentem 2; mutatur, semper antecedit index ,„ qui in ö, mu- 
tatur. $i indices ,, 2 «++. 2, non Cunctos effingunt indices 0, 1,2 ....7, 
et Permutatione proposita reliqui indices quoque inter se commutantur: sit 
eorum aliquis A,, rursus habetur eyelus indicum 

te A Taaaiaı Me 

qui Permutatione proposita quilibet in proxime ‘sequentem, ultimus in primum 
mutantur. Si ita pergimus usque dum omnes indices exhauriantur, patet 
pro unaquaque Permutatione indices una quadam et necessaria ratione dis- 
poni posse in cyclos, ita ut indices in singulos cyclos dispositi ea Permu- 
tatione quilibet in proxime sequentem, ultimus in primum abeat. 

Proposita Permutatione aliqua, disponantur secundum antecedentia in- 
dieces O0, 1, 2 .... n in cyclos, quorum numerus sit p singulique cycli re- 


spective formentur 
A ’ 0a b) U; .» 0 0 Gn 


indieibus ita ut sit 


utra+% .... +0,=nHl. 
Si eyclus aliquis unico indice constat sive antecedeuntium numerorum 4, eic. 
aliquis unitati aequalis est, index ille non in alium neque alius in eum mu- 
tatur, Cuilibet cyclo % indieibus constanti vidimus respondere Permutatio- 
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nem „uae obtineri polest A%—1 vieibus duos indices inter se commutando. 
Unde Permutatio proposita ohtineri potest, 


ut +%...+,—p=n-+1—p 
vicibus duo elemenia inter se permutando *). Unde Permutatio proposita 
est posiliva aut negativa prout n-+1—p par aut impar est sive prouf de- 
trahendo de numero indicum numerum cyclorum in quos indices Per- 
anulatione proposila discedunt, residuum par aut impar fit. Hanc pul- 


chram regulam qua Permutatio proposita posiliva an negativa sit cognosca- 
tur, dedit ill. Cauchy (Ec. Pol. cah. 17. p. 41). 


4. 


Propositis (rn +1)? quantitatibus 
a), 
in quibus indices et superiores 2 et inferiores % valores omnes 0, 1,2....r 
induant, producatur terminus 
aaa, .... 0, 9); 


ex eoque numerus 1.2.3 .... (2-1) terminorum similium formetur indi- 
ces aut superiores aut inferiores omnimodis inter se permutando. Singulis 
deinde terminis signum aut posilivum aut negativum praefigatur, prout Per- 
mutationes quibus e termino 044% :... a. obtinentur positiva aut ne- 
gativa sunt, omniumque 1.2.3.... (3-+1) terminorum suis signis accepto- 
rum fiat Aggregatum, quod designabo per 


R= ZB taad ....a.. 


Eiusmodi Aggregatum R praeunte ill. Gauss aliisque Determinans appel- 
labo, ipsas quantitatis a/? Determinantis elementa et cum ipsius R ierminus 
quilibet e #41 elementis producatur ipsum 3 dicam Determinans n-+1" 
gradus. 

Quilibet Determinantis R terminus 


(n) 


4; 4: du mo.» Gm 





*) Patet simul, paucioribus commutationibus duorum elementorum Permutationem 
propositam obtineri non posse. 


u . . ’ . . 0 0 
%*) Indicem (0) in genere non scribo ita ut «a®, a,, «@ loco a; a, ), a,” ponatur 


vel quantitates a”, ax, a respective dicantur inferiore aut superiore aut utroque in- 
dice (0) affecti. 
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e termino 4,4%, .... a, duplici modo oktineri potest, sive loco indi- 


cum inferiorum O, 1, 2 .... nn ponendo respective Ak, k, k' .... k”, sive 
ponendo ©, 1, 2 .... 2 loco indicum superiorum %k, k', k’ .... k”. Quae 
Permutationes sunt reciprocae ideoque ad eandem classem pertinent; unde 
Determinantis termini iisdem signis afficiuntur, regula signorum apposita sive 
inferiorum sive superiorum indicum permutationibus adhibeatur. Cum nova 
Permutatione quacunque facta eiusdem classis Permutationes simul omnes 
in eadem classe maneant sive omnes simul in oppositam classem transeant, 
sequitur, quacunque indicum superiorum inferiorumve Permutatione De- 
ferminans aut non mutarı aut valorem oppositum induere. Porro cum 
binorum indicum Permutatione classis Permutationum positiva in negativam, 
negativa in posilivam abeat, sequitur binos quoscungue sive superiores sive 
inferiores indices permutando Determinans valorem oppositum induere. 
Quae Determinantis proprietas principalis et characteristica est. Unde haec 
altera fluit propositio fundamentalis, evanescere Determinans quoties bini 
indices sive superiores sive inferiores inter se aequales existant, siquidem 
breviter indices inter se aequales diecimus ubi quantitates iis afflectae aequa- 
les sunt. Scilicet si duo indices inter se aequales sunt, eorum permutatione 
nibil mutatur, qua tamen permutatione cum per proprietatem characteristicam 
Determinans in valorem oppositum abeat, fieri debet R=—R sive R=0. 


>. 

Adnotamus casus quosdam speciales quibus Determinantia in simpli- 
ciorem formam sive etiam in unicum terminum redeunt. Exhibito Determi- 
nante 2 sequente modo, 

1. re ae rc 
ubi m<“n; ponamus pro omnibus ipsius 2 valoribus 
0 2 2.440 m 
esse 
(m) (m+1) (n) 


2.6 =4% ru ze OD, 


Reiiciendo Determinantis terminos evanescentes, ii tantum remanent termini, 
+ 4;4; ...®. " an .... a), 


in quibus indices inferiores, 


ga” at! f 


’ 


, [2 ” » ” 
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conveniunt cum numeris 

m, m-+1, .... 2; 
ordinis respectu non habito. Nam si indicum 2”, "+! etc. vel unus ae- 
quaret aliquem numerorum 0, 1, 2, .... m — 1, terminus ex hypothesi facta 
evanesceret. Unde sequitur, quia in quolibet Determinantis termino indices 
elementis subscripti omnes inter se diversi esse debent, reliquos indices 
inferiores 

De 
ordinis respectu non habito convenire cum numeris, 

0, 1, 2, 2... m—1, 

neque valores m, m-+-1 etc. induere. Qua de re eruuntur cuncti Determi- 


nantis termini eX uno 


u (m—1) (m) _(m-}1) (n) 
+ 0a,4 :rr Am EA msi serie 5 


seorsim inter se permutando indices 
0, 1, 2, ss... m —1 
atque indices 
m, m+-1, m+?2, ....n 


signis insuper ancipitibus + ita determinatis ut termini qui binorum indicum 


permutatione alter in alterum abeunt signis oppositis afficiantur. Unde fit 
. m—i ) 
3, R=Ztaa....a.., Zt a 0, 
sive habetur Propositio: 


I. Quoties pro indicis % valoribus O, 1, 2, .... m—1 evanescant ele- 


1 “ 
menta a), ds er.+ &% , Determinans 


‘ 44 ) 
3 +aaa, ....d. 


abire in producium a duobus Determinantibus 
(m—1) (m) gim+1) (m) 
zZ taa .....”, .zta” G +1 ..Ü . 


n 


Prorsus eadem valet Propositio si pro indicis 2 valoribus O, 1, 2, 
m—1 elementa a,» @, > -:-» 4 evanescunt. Si in Propositione 
anlecedente insuper pro indicis © valoribus O, 1, .... 2—1 evanescunt ele- 


(dl l 1 * . ° ® 
menta @; ,@; "5.2... @ , Determinans R in productum e tribus Determi- 


nantibus abit et ita porro. 


Est casus simplieissimus Propositionis antecedentis quo elementa certo 
quodam indice superiore affecta pro indicibus inferioribus praeter unum omni- 
hus evanescunt, quippe quo casu alterum Determinantium e quibus R pro- 








292 11. C.G. J. Jacobi, de formatione et proprietatibus Determinantium. 


ducitur in simplex elementum abit. Sit enim 


| u"... = a, == U, 
fit: 
IE (ni { r ‘ —|) 
%. ZIuERn ..: ar = a, BER... Por 
Si insuper fit, 
(Aa (n—1) —1) 
a” 1) = a, .... — Fr = Ö, 
eadem ratione e (4.) sequitur: 
FE (n) (ni) 1 ' (m) 
Za0,0..:. en BER. . 


Sic pergendo eruimus Propositionem hanc: 


II. Evanescentibus elementis omnibus, 


(m) (m+1) (a) 
a, 4% 7 


in quibus respective index inferior k indicibus superioribus m, m+ 1, 


.. n, minor est, fieri 


- P: (n) (m) _(m+1 (n) 4 (m— 
SE +040...6 = ei. iz 


ml 
Unde ponendo m = 1 sequitur : 


II. Evanescentibus elementis omnibus in quibus index inferior indice 
superiore minor est, Determinans in unicum terminum abire vel fieri 
S;+tadd ...ıa = add .... da”. 
E Propositione Il. sequitur hoe Corollarium: 


IV. Evanescentibus elementis omnibus, 


FE A 
in quibus indiees inferiores superioribus minores sunt, si insuper 
habetur, 
Fe — er ..... a. == 1 
fit 
Stada... = Brad... N. 


E qua Propositione patet quodlibet inferioris gradus Determinans haber; 
posse pro Determinantis altioris gradus casu speciali. 


6. 
Designemus per BERN 
a, 4, 
Aggregatum omnium Determinantis 3 terminorum qui per quantitatem a” 
multiplicati sunt. In quovis ipsius Z termino 


- “ nr) 
+ d, d;: du ..e. a m 
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elementa a;, a;. etc. indicibus cum superioribus tum inferioribus omnibus 


inter se diversis gaudent. Unde terminos Aggregati A\’ non ingredi pos- 
sunt quantitates a), in quibus index superior valorem f vel inferior valo- 
rem 9 habet. Porro cum in quovis ipsius 2 termino eleınenium unum sit 
nec plura quod datum indicem superiorem ?2, unum nec plura quod datum 
indicem inferiorem % habeat, sequitur, singulos Determinantis R terminos 


per unum elementorum @", @,' 


TIRER neque vero per plura eorumsimul 
multiplicari nec non per unum elementorum @;,, ai, .... d; nequevero per 
plura eorum simul multiplicari. Vocabantur autem, 

Es ee 7 
Aggregata terminorum Determinantis R respective per @ 
multiplicatorum, unde fieri debet, 


;) N i ; (i 
1. R= 4” -4- a A” aA”; 


1 


“ da, e..r.o dA, 


) 


porro erant, 
5A her 
Aggregata terminorum Determinantis R respective per a; @; .... a,’ multi- 
plicatorum, unde fieri debet, 
2. R=4,A4A,+0W4+ .... tal A) 
Tribuendo indici © vel % valores 0, 1, 2.... 2, e quaque duarum formu- 
larum (1.) et (2.) obtinentur 2 +1 repraesentationes diversae Determinantis R. 


Determinans R est singularum quantitatum «@; respeciu expressio 
linearis, atque ipsius a; Coefficieniem, qua in Determinante R affieitur, 
vocavimus AY; unde adhibita differentialium notatione ipsum A} exhibere 
licet per formulam, 


i oaR 
3. A nn.’ 
da, 
. . . . (i . . . . . 
Hinc si quantitatibus a; incrementa infinite parva tribuimus, 
da, ; 


simulque R incrementum dR capit, fit 
4. dR= ZA da), 
siquidem sub signo summatorio utrique indici © et k valores 0, 1, 2....n 


conferuntur. 
Binos indices superiores 2 et 2’ commutando cum R in —R abeat, 


. . B B (i Du d) 4) 
sequitur, Aggregatum terminorum ipsius Ä per a; multiplicatorum, a; A}, 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXII, Hit. 4. 38 
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ea commutatione abire in Aggregatum terminorum ipsius — R per as multi- 
plicatorum, — al” A}. Unde sequitur, ponendo i loco i' abire A) i 
— A, ; eademque ratione probatur, ponendo k loco k' abire A} ee 
Unde etiam sequitur, simul ponendo i loco iv‘, k loco k‘, siquidem i et i', 
k et k' inter se diversi sint, abire A\) in AR. 
Obtinetur a’ A!” si in termino 
u Se ee 
elementum «@;’ immutatum manet, reliquorum indieibus superioribus vel infe- 
rioribus permutatis, unde fit 
Pi 50 EEE 
unde prodit A; loco inferioris indieis k ponendo ö et signa mutando sive fit, 
Mi en BE: re GER 2 > Mes 
Vel etiam si ö et k a o diversi, obtinetur A} ex 
Au Era. 


loco indieis superioris @ et inferioris % ponendo o. 

Commutando indices MORINER cum superioribus non mutatur Deter- 
minans R; simul termini in a‘ ducti, aA}, abeunt in terminos in a 
ductos, ana”; unde :» quantilalibus u” commutando indices inferiores 
cum superioribus abeunt quanlitates A\) in A!” sive etiam in quantitalibus 
Al indices inferiores cum inferioribus commutantur. Hinc eliam sequitur, 
quoties pro omnibus indicibus © et k fiat, 

a) u” 
fiert etiam 

A — u Aa”, 
Commutatis enim indicibus superioribus et inferioribus omnium a), ipsa A; non 
mutatur cum eius elementis aequivalentia substituantur; ea autem commutatione 
vidimus abire A)’ in A!”, unde utrumque inter se aequale evadere debet. 


Statuamus, pro datis duobus indieibus © et » fieri, 
3. MN au, Mu, ... Eh, 
propter proprietatem eius BETONEN evanescit valor Determinanis A. 
Hinc repraesentaudo Determinans R per formulam (1.) ac substituendo (5.) 


eruimus, 


Pr EEE PP re ec 0 
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Haec aequatio inventa quidem est supponendo, quantitates «a;  ipsis a, re- 


speclive aequales esse, sed cum expressionem ad dextram aequationis (6.) 

0 a e a . : . 
quantitates a, , a”, we a“ omnino non ingrediantur, aequatio (6.) vdentica 
esse debet. Ac perinde invenitur, designante %’ indicem quemcunque a A 
diversum, quoties sit 

1. d; = dyıy a, == A, u ee x = air» 
tdentice fieri: 

P) D (n) 4‘ 
8. oo = a, A, + a). A, .... -H Ay: 4A; 

Substituendo formulas (3.), inventas formulas (1.), (2.), (6.), (8.) sic quoque 
exhibere licet: 





oR cd) OR ad), OR 

FREE a” f 

9. R rn da 3-5 Tt 4 I} da 2...“ +4, da) 
OR , . OR m OR 

— d; Bi, ad Zr 06068 d \ 

k }. yo | k da + k dal» 

BEBR an? a” oR iyoR 
HIN... Om any re dal)’ 


oR , po 
o = Ge dar u, da‘ .... + a; dam 


Quae sunt aequationes differentiales partiales quibus Determinans R satisfacit. 


7. 
Per formulas $. pr. traditas theoria resolutionis algebraicae aequa- 


tionum linearium facile absolvitur. 
Proponantur enim aequationes AAURER.: 
um=al tat ...+aut, 
1. u u Tas u a 


= u ar EN a, Lt; 
ut eruatur incognita {;, aequationes propositae respective per A,, A; .... Ay" 
multiplicentur et post multiplicationem factam instituatur summatio: in summa 
illa evanescunt e (8.) $. pr. Coöfficientes ipsarum £, Z,, .... £, praeter 
Coöfficientem ipsius 7; qui e (2.) $. pr. aequalis evadit Determinanti AR, 


sive fit 


2. Rt = Au+Au .... +A”u,. 
Qua in formula tribuendo ipsi Ak valores O0, 1, 2 .... 2, eruimus hoc 


systema aequationum, quod incognitarum valores suppeditat, 
38 * 
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Rt 
Ri 


Au+Au .... + A"u, 
Aur+r4u .... +A”u, 


3. 


u (n) 
| Rt, nd A,u En A), u, ...» - A, U, 
Prorsus eadem ratione, propositis aequationibus linearibus, 
s =arHtar ...+tu”r, 
( 
Ha 
S„ GEREEED a,r + 4„T, ..0.%». + ar,, 
eruimus e (6.), (2)., $. pr», 
Rr = As+ As... +4,s, 
Rr, = As+Ais, » 2» 8 » + A;s, 


4. 


D. 


Rr, = APms+ A" 5 .... +A®s,. 

Commutando elementorum a, indices superiores et inferiores aequa- 
tiones (1.) et (4.) inseahbeunt; et cum simul ipsorum A; indices superiores 
et inferiores commutentur, Determinans 3% immutatum maneat, simul etiam 
aequationes (3.) in (5.) abire debent. Unde alterum aequationum systema de 
altero derivari potest. Sed idem obtinetur absque ulla cognitione rationis 


qua quantitates R et A) ex elemenlis a componuntur, observando e (1.) 
et (4.) fieri: 

6. ur+ur... Fur, =ts+tüs .... +45, 
ac substituendo in hac aequatione ipsarum Z£, Z, etc. valores e (3.) petitos. 
Ipsum Determinans R dicamus ad aequationes (1.) vel (4.) pertinere sive ea- 
rum aequalionum Determinans esse. 


Aequationes (6.) $. pr. docent, propositis 2 aequationihus, 
0= attal .... tal, 


e 0=attah.... +at, 


0= a”t-+ ih, 1 er. 
in quibus ipsi @ non tribuatur index superior 2, fieri 
8: Be Mu, 
nisi ommes Z, &, .... Z, simul evanescant. Ut etiam aequalio 
= rn. tat, 
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locum habeat sive ut in (1.) quantitates w, w’ etc. simul omnes evanescere 
possint, fieri debet e (1.) $.pr. 
%. R=0. 


Eademque ratione patet, evanescere Determinans, si exstent n + 1 quanti- 
tates non simul omnes evanescentes 7, 7}, »... 7, tales ut simul locum ha- 
beant n-H1 aequationes, 

9) artar, .... tar, 

0=artarı.... tar, 

= a,r+ta,r, ...+ta'r,. 

Scilicet, multiplicentur aequationes praecedentes per A®, A”, .... AU, in- 
venitur addendo e (1.), (6.) $. 


10. 


O=r;R, 
qua aequalione, cum e suppositione facta unum certe non evanescat r;, De- 
terminans R evanescere patet. Quoties igitur aequationes (7.) vel (10.) lo- 
cum habent neque earum Determinans R evanescit, certo incognitae t, f,, 
... td, velr, Ti, «+... 7. omnes simul evanescere debent. 


Quaecunque proponantur aequationes lineares (1.), ex iis semper se- 
quntur aequationes (3.) neque ullus est exceptionis locus. Eruntque incogni- 
tarum valores aequationibus (3.) prorsus determinati iique finiti nisi evanescnat 
Determinans. HEvanescente autem Determinante usu venit ut incognitae 
aut in infinitum abeant aut indeterminatae evadant. Scilicet aequationum (3.) 
parte dexira simul evanescente atque Determinante, incognitarum valores 
formam indeterminatam, 


o 
0 


induunt. Sed haec res variis adhuc quaestionibus ansam praebet. KFieri 
enim potest ut inter quantitates infinitas vel indeterminatas variae relationes 
locum habeant, unde evanescente Determinante varii casus evenire possunt 
et pro singulis criteria propria assignanda erunt. Afferam exemplum Geo- 
metricum. Proposita superficie secundi gradus, dantur Coordinatae centri 
tribus aequationibus linearibus. Quarum aequationum Determinante non eva- 
nescente, habentur Ellipsoidae et Hyperboloidae. Sed evanescente Deter- 
minante habentur Paraboloidae si Coordinatarum valores evadunt infiniti, ita 
tamen ut centrum licet infinite remotum in data recta iaceat. Prodit Cylin- 
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drus ellipticus aut hyperbolicus aut systema duorum Planorum se inter- 
secantium, si evanescente Determinante Coordinatarum valores indeterminati 
evadunt, ita tamen ut centrum rursus in data recta sed ukicunque iaceat. 

Cylindrus fit parabolicus si centrum in infinitum removetur, ita tamen ut in 
dato plano iaceat. Determinante igitur evanescente inter varias adhuc casus 
naturae maxime diversae distinguendum est ei pro singulis criteria algebraica 
alferenda erunt. Quod tamen pro numero quocunque aequationum linearium 
paullo, prolixum videtur negotium. 


8. 

Adnotavit M. Laplace, unumquodque Determinans repraesentari posse 
ut Aggregatum productorum plurium Determinantium inferiorum graduum. 
Quae res ita se habet. Discerpatur numerus 2% in plures alios numeros ve- 
luti in qualuor ita ut sit, 

n =i+k+I!I+m; 
distribuantur indices O, 1, 2, .... 2 in qualuor classes e +1, %k, !, m in- 
dicibus constantes. Ex. gr. constituant indices, 
0, 1, 2 .... 2 primam, 
i+1,2+2 .... k secundam, 
k-+1,k+?2.... ! tertiam 
+1, [+2.... n quartam 
clas«eem. Quae classes omnimodis sibi invicem inserantur ordine numerorun 
cuiusvis classis non mutato, ita ut in Permutatione proveniente non fiat ut 
index minorem aliquem eiusdem classis antecedat. Sit eiusmodi Permutatio, 


a 


u re 5 
ac designemus per, 
Be, 
Aggregalum omnium expressionum quae e data expressione eiusmodi Per- 
mutationibus proveniunt, signis — aut —I praefixis prout Permutatio po- 


sitiva aut negativa est. His positis in singulis terminis expressionis 


0 1 (i) (+1) (i+?) (k) (n) 
S+a.4,: ao... Gi dipl ir .... ü_k .o.® dr 


loco factorum 


ao a, „Buh a; j a a uw. ar; 
rn . Pa ur a‘, i FAR an 196; a‘) 
scribantur Determinantia | 
a AR a, S+ a u Wu! a"), 
+ wi ro WA ad), + an en u ang 
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prodit: 
be = zZ taada ss... a”) — 
(+1 +? k k+1) (k+2 
S+(Z+a,0.. .@ ER + a rn ? P} 
d+1) (+2) a“ 

Zta rer u... u) 
Demonstratio inde palet quod omnes obtineantur Permutationes primum in- 
dices ita permutando ut indices eiusdem classis certum quendam ordinem 
servent ac deinde rursus eiusmodi classis indices omnimodis permutando. 


Numerus produciorum Determinantium quae Aggregatum ‚S amplectitur est, 


1.2.3 .... (a-$i) Be 
1.2.3.7, 0E0.12335.., ETT3.... 1.1.23... m‘ 


Formula proposita expediri potest Determinantis indagatio si Determinantia 
partialia, quae singulorum productorum factores constituunt, valoribus sim- 
plicibus gaudent. 





9, 


Accuratius examinemus Determinantia n — 1" gradus e quibus per 
Determinantia secundi gradus multiplicatis Determinans R componitur. Pro- 


posito determinante, 


R=_Z+taa ....a”, 


terminorum eius per a’ al ° multiplicatorum vocemus Aggregatum 


u 4 A 
Ipsi f et f‘ nec non g et g’ quilibet esse possunt indices ex ipsis O, 1. 
.... 2, a se diversi. In terminis Aggregati 

& 
non inveniuntur elementa indicibus superioribus f et f’ neque elementa in- 
dicibus inferioribus g et g’ affecta, quippe idem Determinatis R terminus 


binos non habet factores eodem indice superiore vel inferiore aflectos. Qua 


de re indices f et f’ vel g et g’ inter se permutando ipsum er „. mutalio- 


nem non subit, ideoque abit expressio (1.) in 
3. aMaN. Art, 
Kur 


„g 


Eadem autem permuialione cum R in — R nen erit (3.) Aggregatum 


ipsius —R terminorum qui per 
4. a; f”) a. ) 
multiplicantur, ideoque erit 


— a, an. ASS, 
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terminorum ipsius 74 per 4 \ nn er che; Aggregatum sive 
D. 2 „= Be g' — A), . 


Qua de re continebit Z terminos se e producto, 


(FF af? a? hf 
6. (a; d — 77 AN, 5; 


gr 
iisque termini Determinantis R erunt omnes in quibus duo elementa indici- 
bus superioribus f et f’ affecta indicibus inferioribus g et 9’ gaudent. At 
quivis ipsius Z% terminus continet duo elementa alterum indice superiore f 
alterum indice superiore f’ afleetum nec non duo elementa alterum indice 
inferiore g alterum iudice inferiore g’ aflectum, quia cuiusvis termini elementa 
singula singulis indicibus cum superioribus tum inferioribus afficiuntur. Unde 
obtinetur 2 summando omnes expressiones (6.) in quibus pro iisdem f et f” 
sumuntur pro g et g’ bini indicum O, 1, 2, .... 2 vel etiam in quibus pro 
iisdem g et g‘ bini indicum 0, 1, 2, .... 2 ipsis f et f’ substituuntur. Qua 
de re si pro ö, ® vel pro A, A’ bini diversi indicum 0, 1, 2, .... 2 sumun- 
tur, ipsi aulem f, f‘, 9, 9° dati indices sunt, area 
7. R=Z(a’a? — al? af 4% 


Fr 3 (a a) — — a‘) "2 7 gt 
Facile etiam ipsa A. ’ e quantitatibus Eh componitur. KErat enim 


ge A, Ag gregalum terminorum Determinantis R per a 


qui termini cum insuper per unum elementorum, 
(f' ’ (N (f' 
Mi SE 2 


\ multiplicatorum; 


h) 1 L 2 ? ein q, ’ 
G2 
omisso elemento a, ‚ vel etiam per unum elementorum, 
‘ “u (n) 
U; U.) Up .. 0. © di, ’ 


omisso Z elemento a), ’ multiplicati esse — obtinetur: 


S, an At +a” 4 25 6 +.” 4/7. 
sive 
Q, w == Un AN, o# — Ay. A) g’ .... + ar, AR” 


ng 
ubi respective termini per P% , af ’ multiplicati omittendi sunt. 


Designemus br. causa per (A, Ak’) expressionem 
RI’ as 
10. A;, [rr- (A, k'), 
ita ut sit 


(k,k) = — (k' k). 
Fit e (8.) ipsi g substituendo numeros 0, 1, 2 ..... n: 
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AT? = 3 + a” (0, 1) + a” (0,2 .... + a” (0,0) 
Mei’ + . +HED fe 
11. AP = at” hr )+ % ... tal’ (Q,n) 


AT?’ — Ri ’(n, 0) al" OR) 


Similes formulae e (9.) derivari possunt. In aequationibus (11.) ipsorum « /”, 


a, etc. Coefficientes in Diagonali positi evanescunt, bini quilibet Coef- 


ficientes Diagonalis respectu symmetrice positi valoribus oppositis gaudent. 
Quae est species aequationum linearium memorabilis in variis quaestionibus 
analyticis obveniens. 


10. 


f) 


Quomodum supra differentiando Z elementi a, respectu ipsum A, 


obtinuimus, ita ipsum a 4 obtinetur bis differentiando AR elementorum a), 





P) IR RS aaanit Tr 
a, respectu. Ex ipsa enim Aggregati 4; .. definitione eruimus formulas. 
o®R oO: R 
1. an g' = Pe is? Fr pe) Te 
oa, da da, da, 
3. w; ) 3.47 3.47 3.4 
MS ee DS un en gr 
ap E e' @ 
In aequationibus (10.) $. 6. ponatur :, A‘ loco ?', A‘, fit: 
“rn dc R in Ö R (1%) oR 
=ae'’-—— +’ -— +4 — 
da“ oa, ca; 
0 pause ad r7 es 10 ad, Fe. ‘ . “ Au w wer 
“da, ra, ca; r da, 


(Wuae aequationes elementorum a; ,d;, respectu diflerentiamus. Ubi >, .', 7‘ 
nee non A, A’, Ak a se diversi sunt, obtinemus: 


- Ph A' it | i, 3° i, 10 
0 A, k En a, A, h .... ta ‚Ah, 
0, i 4 

0 pi Au A; k‘ + du AR; kKese. —- a, A fi k n 
Si; ipsi ?’ vel ö aut A’ ipsi A’ aut A ri est, eruimus: 

(Ü) a” a (i9) (ir) 
— A, ——— A, 2 er " ii | ... . + a, A,’ k 

ti) 0,8 1, i n) n, 
_— A; = dd; A: k + day Ar k + ,.. 4- a. A k, 5. 


(en 


2. 


3. 


In formulis (2.), (3.) statuendum est: 
A, k = A;; Bet 0, 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hit. 4. 39 
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sive omittendi sunt termini in quibus ipsius A; ,. indices sive superiores 
sive inferiores aequales existunt. 


Multiplicemus aequationes sequentes, 


f (n 
0 pn‘ d A; + a Ai .... + a”) A, A 
0 = 4, ‚Art a4 krtr.. + a”, 
au ’ . (n) (n) 

0 = 0A: +a,4: .... tal” A” 


per factores 
i, i i, u i, u i, u 
A, kr’ A, kt wo.» A}, k’ ...». A,, k'y 
additione facta secundum (2.) evanescunt in dextra parte termini omnes per 


A,, A, etc. multiplicati praeter eos qui per Fe multiplicati sunt et 
qui secundum (3.) evadunt, 
A. — A.A. 
Unde prodit formula: 
i, a gi SW 
4. R.A; v = A, Au — Au Ak 
sive 


dad Hd Au 
Evolutione productorum facta habetur formula identica, 
i Fe. we 4“ (i) A“ (it) 
(2 N, ) Au ee ) 
j ir (ir (1) 
-F (A a _ AD A 4 . (Andi un A A) 
4 (AÜ; ru AN (4, A E ) = VD. 
In qua substituendo (4.) et dividendo per R prodit formula: 
ii 5, u A’ it i, 0 A’ i’ 
6. AL, k' A ken + A, ku Ak, k’ A; Ars AR, kr = Ö, 
ac similiter demonstratur 
i, #8 ., ır08 i, im ‚0m, 1. im ® vr, jet 
T. A, ‚ri. Ah, ke 5 AL, „Ah; s all AR, kı£ Ar ke = 0. 
Per alıam formulam 2; nötisnimam obtinetur e (4.): 
A ; 24 45 % 24 ir 
Ar, kur + 4! AL, k 4A,.A L, kr =. OÖ 


x m, _ FE _0R IE DR De 




















j Av + AR 4 A. = 0 
sive ku 
oR o’R ®R OR ?R 
SE, ln 0 
an Er Ber Er Kar FO PP Ba FURFOF FG 
öR O®R P- en ve er ze 





EPBEFTEF HR FRE Por FOR FF FOR 
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Advocando formulas (1.) obtines e (8.) 








(#) (i) 
2. Yes: 
” (i) i, it C (1) (i) i, i‘ 
14 A, a AL) A, ke A‘ m. A, Ay 
JEB Ber pi .ufe, besten 7° ern ie © 
Au k a, k k 


Formulae praecedentes Cl’. Bezout bene instruerunt, earumque in variis 
quaestionibus usus est. 
11. 


Formula (4.) $. pr. ad generalius formularum systema pertinet. Vi- 

dimus $. 7. ex aequationibus, 
at + al .... + at, 
’ at+ab .... +at. 


La” ta”, u, 


[24 


| 
3 


segqui 


AurAu .. +A”u = Rt 
Au+Au ... +A”u, 
4,u+ Au... +Au, 
quibus in formulis erat, 
| R= ZEtaa ...a, M_= Brad .... 
A BERE.--: ER. 
Aequationum (1.) tantum k--1 primas nr 
‚at Lab .... +9 + rl »-.- + 4b, 
- ai ah »... Klug + ap ları +. tab, 


| 
= 


2. 


R.t,, 


u, 
U,, 


I 


a®t tat 6m ai EEE he ar, == 4. 
earumque ope Ferien i, Ci .... £, per reliquas quantitates f,,,, &,, 
etc., atque per %, %, .... %. Prodeat, 

5. G&b+ Opbrn +6. = Du+Du .... +D,u. 
qua in formula erit, 

6. Ge Ztaas ... E, D, = Z+rede).... e. 
Quod patet observando, obtineri aequationes (4.) e (1.) ponendo n—=% ac 


ipsorum 4; loco ponendo, 
(2) (3 
uU; — Ajyı ur — Uran lin so. — a ,. 


39 * 
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Similter e a—Ak+1 postremis aequationum (2.) determinemus quantitales 
Ur, Ugrı +++. U, per reliquas u, %,....%_, et per quantitates Ei, Egı «+. En: 
quo facto prodeat: 
7. Eu+rEwu...+ Ew= FRtb+ Fauba-.. + Ft; 

erit 

8. = Er Ad... MM, FR=RS2+A4 N a .... A. 
Aequationes 6) et (7.) inter se convenire debent, nam per aequationes 
propositas (1.) unico tautum modo exprimi potest 4, per fyıy Gyr rer: bs 
tt, U, 2: WU Unde fieri debet 





Di ae E; 
Cr | Fr 
SıVE 
N) Staa a, .... a) >: +AN, ar) Sieh; Aa” 
Stade. — REED 


In hac formula generali ipsi %& tribuendo valores 
n—|1, n—N?, n—)J, .“—©o...% l, 


prodit: 
S+aa aan 3 +4 M 
< RT (In-ı) TU T m an) 
Staa, +: e- RA, 











1 n—3 = n—? nl 
10. 3taai ... RZ + A" 4” 
a . DE SA 4a) 
Sta RZ... A 
Harum UNIHERENE prima suppeditat, 
n— n) f —? —1,n 
+. m 2 trau, -: "ap '—_ RA._,. A 


quae cum u (4.) $. pr. eonvenit. Deinde aequationum (10.) duas, {res, 
yuatuor eie. primas inter se multiplicando, prodit formularum systema hoc: 


(n—1) (n) 2: , (n—?) 
> + = « . A, > R >> + aa, ..o 4. 
_ (n--?) (n—}) Be 7 2 (rn —3) 
>> + a; a; 4, — RS x + aa, .ooo & 


11. x 


- - » . 6 > » . . . » . > ® >» 


(n) ws 
up A; „sooo AB, — uR B; 


Quas formulas ampleetitur formula generalis, 
k+1 k (nr) wu yon k 
12. S+4,. Ba .r»» A, — BR" k = +aa, Wr ee. ) 
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E qua aliae plurimae profluunt, indices 
0,1, 2...., k+1,k+2....n2 


omnimodis permutando. Veluti si formularum (11.) postremam sic reprae- 


sentamus: 
02+AA,A, ce 


(n—1) 
0A aR R 





generaliter babebitur 
02+4A a . A") er, 
EP 








\ 





Ponendo 
S+AA... A =r, 


fit 


Or Or Or 
Az tr Ayz tz 


R-! jda-+ A,a, .... .- A,a,}, 


be | 
I 


| 


sive e &. 6.: 
13. 3+AA ... MM — RR”. 


(uae notissima formula est. 


12. 
Substituendo secundum (3.) $. 6 ipsis A, expressiones, 
’ m) R 
1  , 
da,’ 


sequitur e formulis $. 7., propositis aequationibus linearibus 








u =al tal ...+a, £, 
R u=at ral ...+a«, tb, 
u = a"ttu”t .... ta”, 
fieri 
oR oR IR 
R.t = Rr 5. 4 .”o,o. 3.0 U, 
oR oR oR 
R.t = —U+ —— U ...: —— U 
3, a ch En >. 
oR oR OR 
R.t = - u —- U +. —— U, 
dan 25 dan 2 da,“ 
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Proponamus systemata aequationum linearium in quibus omnibus iidem 
sint incognitarum Coöfficientes et quae solis terminis mere constantibus inter 
se differunt. Quarum aequationum typus generalis sit, 


a za... +a, & da, 
at Hat»... ta, L, da; 


ul 


UL" 2. 4- at, = da”, 
e quibus aequationibus a +1 systemata proposita obtineantur ponendo ipsius k 
loco indices -0, 1, 2 .... rn. Valores incognitarum e systemalte aequatio- 
num (4.) provenientes vocemus 

A un 
erit secundum (3.): 


en (k OR aR r} (n 
>. R. = er +5 0a; MR WB... we. 


O ax d er 


Unde tribuendo indici Ak cunctos 5 0, 1.... nn et summando prodit 
formula: 


6. Ri+ü+%.... + = SR 


sive etiam 

7. THU +E%... +" = 0logR. 
Expressio ad dexiram formulae praecedentis est summa e valore primae in- 
cognilae e primo aequalionum systemate, € valore secundae incognitae e 
secundo FREE eruto eic. Signum variationis — 0 — functioni alicui U 


elementorum a%’ praefigendo intelligo summam, 


s Ver dal, 


. . (3) . 5 . 0 . 
designantibus da; quantitates quascunque et summa ad utriusque indicis : 
et k cuuctos valores O0, 1 .... n sive quod idem est ad cuncta Determi- 
nantis elementa extensa. 

Supponamus {ypum aequationum propositarum esse 
rf (K (K 
al rat .... ta L da; + (0, A) 
/ l ‘ 15 N (k) D) 
Q, at +4 L, Rem +, {,. da, ‚ib, k) 


I 


| 


pn‘ \ (n) „(k) (nY „(k} r 
au... +, ya” en k); 


nutabitur formula (5.) in hanc. 


I 
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10. RÜ — ge d 








.+ “ dal 


+ OHM. 


ideoque mutabitur (11.) in hanc, 


11. Re +&ü+E%.... =IR+ =, @ 





a; 








summa ad indieum 2 et % cunctos valores O, 1, ?.... n extensa. Pona- 
mus inter Coefficientes aequationum linearium propositarum locum habere 
aequaliones, 


) (k) 
a, = ( ; 
unde quantilates, 
a re 
da” k» ‚(k) 9» 
a\ dal 





inter se aequales existunt $. 6. Supponamus porro quantitates (z, %) indi- 
cum 2 et k permutatione valores induere oppositos, sive fieri 

2. kd=—Gih, kh)=0. 
Quikus positis in summa 


2,06 MR) 
termini 
5% R) 
evanescunt; porro pro 2 et k Biete = termini, 
ErKCHE  0e)) 


sese mutuo destruunt, unde tota summa 
OR . 
2 EPG} (2, k) 
evanescit. Habemus igitur hanc Propositionem. 
Propositio. 
„Proponatur aequationum linearium systema, 
a? +au” ... +4" = da +(0, A) 
a Ha ..+a® = m +, “ 


k k 
ROPOERRC?, ent ja” + (n, y 
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in quibus 


| N 
a’ a: 
atque (2, k) sunt quantitates quaecunque pro quibus fit, 
@k)= —(k,t), (k, k) = 0; 


e systemate aequationum proposito formentur 2 +1 systemala, ponendo 
pro ipso A indices 0, 1, 2 .... n, atque e primo systemate eruatur 
valor primae incognitae, e secundo secundae eic.: omnium summa 
aequatur variationi logarithmi Determinantis aequationum propositarum, 
sive fit 
It +l..+Ü = llogStaaa .... u" 
Hac interdum Propositione solvere licet quaestiones Analyticas gravissimas 
quae primo intuitu valde complicatae videntur. Cuius rei olim occasione 
tradam exempla. 


13. 
Statuamus 


1. ei u N, 
ac vocemus P Determinans ad elementa c” pertinens, quod rursus 2 -+1 
gradus sit, ita ut habeatur, 

2%. P=Z3+cid ...c"”. 
Est productum 


I. tedd ... m = +Saa.Saa.Sa’a .... Samar, 


quod summarum productum per unam summam repraesentare licet, 
4. + cc, c a... ce” pe + Sa, 4 . Un Uni . u. . ass a) a”) 


min) in) 


7 ‘ n ‘ r 
un + Bande 0000 0 ne 


m(r) m(n) ? 
siquidem signum summalorium S ad solos indices inferiores m, m’ etc. re- 
ferimus, quibus siugulis cuucti valores tribuendi sunt 

u eh 
Permutando quantitatum ce indices superiores, indices superiores ipsorum « 
easdem Permutationes subeunt; contra permutando quantitatum c indices in- 


feriores, elementorum a indices superiores easdem Permutationes subeunt. 
Prodit Determinaus P ex aequationis (4.) laeva parte, indices ipsius c su- 
periores 0, 1, 2 .... 2 omnibus modis permutando simulque signum posi- 


tivum aut negativum praefigendo prout eorum indicum permutatio positiva 
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aut negativa est. Qua de re oblin ‘ur P ex expressione, 


BT ae 


m(r) m({r) 9 
indices ipsius «& superiores omnimodis permutando, signo positivo aut ne- 
gativo praefixo prout Permutatio positiva aut negaliva est, unde fit 

s. P = N .(4,, Mira WE 


m") m(n) J" 
At secundum Determinantium proprietatem fundamentalem evanescit De- 
terminans 
ZH lm nee N 


quoties indicum 
TE 


duo quicunque inter se aequales existunt. Qua de re sufficit in aequatione (5.) 
signum 8 referre ad indicum m, m’ etc. valores a se diversos quocunque 
modo e numero indicum O, 1, 2.... p pelitos. Distinguamus iam inter 
tres casus quibus py<n, p=n, p>n. 

Sit p<n; non licet indieibus m, m’ .... m” quorum numerus est 
n-+-1 valores inter se diversos e numero p +1 indicum 0, 1, 2 .... p tri- 
buere; qua de re semper evanescit Determinans, 

Zt Umlm 000 a7 , 


m\ 


ideoque totum Aggregatum quod signum S amplectitur. Qua de re hanc 
habemus Propositionem. 


Propositio 1. 


„Sit 
DEN Ha”... + u.) a‘) i 
quoties p <n evanescit Determinans 
Erik... dd. 

lam secundum casum examinemus qui prae ceteris momenti est. 

Sit p=n; indices inter se diversi m, m’ .... m”) ex indicibus 
0, 1, 2..... 2 sumi debent ideoque cum utrorumque idem numerus sit, in- 
dices m, m‘ etc. cum indicibus 0, 1, 2 .... 2 conveniunt, ordinis respectu 
non habito. Qua de re eruitur P e formula, 

P= S.au .... 3 tuaoi ....0,, 

indieibus inferioribus O, 1 .... omnimodis permulatis ita tamen ut in ulro- 


que factore 


(n) (n) 


Bihru dü,„ s Stau, ah Ü&, 
Crelle’s Journal d.M. Bd. XXII. Hft. 4. 40 
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eadem adhibeatur Permutatio. At iis Permutationikus Determinans, 
Etad 2... 0, 
aut non mutatur aut tantum signum mutat prout Permutatio positiva aut ne- 
gativa est. Qua de re eruimus P si in expressione, 
BASKET IN, 
indices ipsorum & inferiores omnimodis permutantur signo positivo aut ne- 
galivo electo prout Permutatio positiva ut nevativa est. Unde si ponimus 
6. Ztaa...a. —=R, S+tadi..d —P, 
fit 
. P = PR. 


Qua formula haec continetur Propositio in his quaestionibus fundamentalis. 


Propositio IH. 


„Datis binis quibuscunqgue eiusdem gradus Determinantibus eorum 
productum exhiberi potest ut eiusdem gradus Determinans cuius ele- 
menta sunt expressiones rationales integrae elementorum Determinantium 
propositorum; videlicet posito 

DR A” .... tat a® 
atque 
R= Ztaa.. an, P=Ztan..m, P= Zroi..c”, 


fit 
P= PR 
HE Propositione antecedente fluit generalior: 
datis quotcunque eiusdem gradus Deteriinantibus eorum productum 
ut eiusdem gradus exhiberi posse Determinans cuius elementa ex- 
pressiones sint rationales integrae elementorum Determinantium pro- 
postlorunn. 

Non essentiale est, quod Prop. I. supponitur, utriusque Determinan- 
tis eundem gradum esse; vidimus enim $. 5., quodlibet Determinans m +1‘ 
gradus, 

Stade. 
etiam pro altioris sradus Determinante haberi posse. Sit m>n atque sup- 


ponamus evanescere cuncta elementa, 


(m+1) (m=2) (n) 
Obx ° U; ’ .... Ur @ 


in quibus inferior index superiore minor est, porro esse, 
(m+1) __ „m#?) (r) 4 


u —n 


m TE BE 7 TUEE TE (= 


’ 

















11. C. G. J. Jacobi, de formatione et proprietatibus Deierminantium. 311 


erit secundum $.5. IV.: 


ı u ( ) 
Stauic... u — Stan 2... 
Eo igitur casu fit: 
Ei (m) es (n) - zn (n) 
8. z + 0,0% u... Un .Zz taao; u... A, = u +006,6 ... C,„ b) 


sive habetur 


Propositio Il. 


„Sit pro indieis © valoribus 0, 1, 2 ..... m, 
: ) (k i) (k) 
DL ee. ta, 
pro indicibus © valoribus maioribus quam m, 
GL ud g® (3) ch) RM. 
eG == 6; Girıirı F Wralifa or tn an: 
erit 
(m) ) (n) En Er" (n) » 
Era su  ZERE rm Zr ei. 
In parte laeva Sal (8.) non inveniuntur elementa « quorum index 
superior ipso m maior est, unde in Prop. antec. de valoribus eorum ex ar- 
bitrio statuere licet. (Quos ig ig ponimus, fit pro ipso © <{m, 


(i) (X) (k) (i) _(k) 
€, — a a - u a, .... + u, An; 
pro ı>m, N Rs 
ı 
14. 


Accedamus ad casum quo p>n; secundum formulam (5.) $. pr. fit 
P summa expressionum, 
‘ (n) (n) 
d,, An NE dm *® 2 . On Um: uchlt. Un n) 9 


indicibus mm, m’ etc. tributis quibuscungue 2-1 valoribus a se diversis 
e numero indicum 0, 1, 2.... 7. Qua de re ex ipsis 0, 1,2....p 
electis a +1 numeris diversis, hi numeri omnimodis inter se permutati pro 
indieibus inferioribus m, m’ .... m’ sumi debent, omnibusque illis Per- 
mutationibus pro quibuscungue n-+-1 numeris factis, singula Aggregata 
2 n-+-1 terminorum sic provenientia summanda sunt. At illis indi- 


— 0 ee 


cum inferiorum m, m’ etc. Permutationibus Determinans 
. a”) 
> + On Uns .v.00. &.(n) 
non mutatur aut solum signum mutat prout Permutatio positiva aut nega- 
tiva est. Qua de re fit, 
‘ a” n) 
p = I. +0,00 u... mZta a: .eo.. u. 


40 * 
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sive fit P Aggregalum e 
pr+1.p-p—1....p—n+ __ pH+l.p.p— ....n-+?2 


ee ee = ai ER... wa 
productis binorum Determinantium, 











‘ (n) , (n) 
>> + Un Un .„... Ün) ® >> + A G „. .... @ .(n)9 
quae obtinentur quoscunque 2 +1 diversos numeros ex ipsis 0, 1, 2....p 


pro indieibus inferioribus m, m‘ .... m” sumendo. Habemus igitur sequen- 
tem Propositionem : 


Propositio IV. 
„Formentur producta binorum Determinantium, 
, (rn) ‘ (n) 
2 +0.0, .e.e ® & .{n) ” + a„A,: .v.e.. U .(n) > 
pro indieibus inferioribus m, m’ etc. quoscunque sumendo 2-1 nu- 
meros ex ipsis O, 1, 2 .... ?, ubi p>n: cunctorum eiusmodi pro- 
ductorum summa aequatur Determinanti 
1 
# (n 
> I 2 7 er 
cuius elementa dantur per formulam, 
re ) R) > 0» 
=" U ... + @,- 
Casu particulari quo pro omnibus ipsorum 2 et k valoribus fit 
1 I , 
Den gi 
Um = 0.) 
e Propp. anteec. haee fluit: 
Propositi V. 
„Posito 
(i) K) ORG) OO OR) 
= =aa +“ --+- +90, 
sit Determinans 
' 
>> + © C, u... ec. — P; 


ubi p<n fit 
P=0; 
ubi p=n fit | 
P=!Z+aa ..a'); 
ubı y>n fit 


P= S12 a a 


siquidem pro indieibus inferioribus m, m’ etc. sumuntur quilibet n +1 
diversi e numeris O0, 1, 2 .... 9." 
Hine ut Corollarium sequitur, guoties quanlitates a’ reales sint 
Determinans 


BEN... 
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evanescere non posse nist Delerminantia 
(n) 


m(r) 


Era... 
singula evanescant. 


Propositiones II, IV. ill. Cauchy demonstravit loco citato. 
15. 
Proponantur aequationes lineares 


cc + c, X .... + c, I. = e | 
: a a 
er (n) a ee 
ec“ rc Leo rm = Y";, 
ubi 
k ch 
2. = ME a + 0,4 2 
3. Han... +aVL. 
Quae proveniunt aequaliones si p-+-1 aequationes, 
az+tus... tu” x, = I! 
(n) 7 
4 act ar, ... ta x, =| 
’ ie 
42 + 0% 0. Fr, m ml, 


per factores 
(@) @) 


Pr CP PAREr 
multiplicatae adduntur. Si p<{n aequationum (1.) Determinans secundum 
Prop. I. $. 13. evanescit, quo casu incognitarum valores aut infiniti aut in- 
determinati evadunt. Indeterminatos eos evadere inde patet quod aequatio- 
nibus (1.) satisfit quoties aequationibus (4.) satisfactum est; si vero p<n, 
aequationum (4.) numerus numero incognitarum minor est ideoque aequa- 
tionibus illis infinitis modis satisfieri potest. 
Sit p>n, ac staluamus rursus 
. PDezrid u ci 
resolvendo (1.) provenit, 


se Be \_ 
Pe = Y+ 27 a. 52 he m) 


6. Pa = Fra yv+ I Vor. + —— dar ym) 


P.r, 











Ye +” 
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In quibus valoribus ipsius y‘ expressiones (3.) substituamus, quo facto prodeat: 








P.r = PßI+B, le... +P, I, 
. r...,= Pi+B 1226 ER 
pP. eo, = 974 a0, ur gr; 
erit 
(k) oP ©» (n) OP 
S, Er & r ug Aa wohe 9) a 
. Bin Um Ock + Um dc, + On 9” 
Quas expressiones secundum (2.) sic quoque exhibere licet, 
9 n\K Er op 0c, oP dc, ap cl” 
s ui WE Oo Ck "dar de cı . da”) ct” EP UE 


Inter omnes quantitaies c solae sunt quantitates c,, ci »... quae ele- 
mentum @, implicant; expresso igitur P per quantitates «, « ope formula- 





m (2.), fit 
run (?.), 10. pm op 
u 
Unde incognitarum valores (7.) per has formulas exhiberi possunt: 
IP oP 
PP. = —I FE: —— 
da r g. ‘Tr oan P 
oP oP 
P.x = —f OP, ..0.» een 
11 . 0a’ + da, . + da, a 
oP oP oP 
P.x — 7 I — I .».... er ‘ 
r oa") + da” 1 7 da”) I; 
Ponamus rursus, 
. (nr) n‘ 

12. R m pt + dA: ..0.0 d(n)> p == 2 + Ü,, ; .o.% Un) 
atque signum summatorium — S — exiendamus ad qualibet ipsorum m, 
m’ .... m” systemata in quibus m, m‘ etc. a+-1 diversis numeris ex ipsis 
0, 1,2 .... p aequantur. Erit secundum Prop. IV. $. pr., 


13.. P = 8S:PR, 
Qua formula in (11.) substituta fit 














OR] aR 

S.PR}r pe s.Pi da, L, .... + da, 1, 
a R IR 

14 [S.PR}z, = Ss.P| I 3a’ (+ re Zu 4 .... -H =. I. 
. \ \ 
S.PRlzr — 8.p| rar Li IR 

na e dal 5: Po chin da” E 
p 
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Expressionem R non ingrediuntur omnia elementa, 
(i) (dj (1) 
[73 9 a ’ DE wen \ a, . 
sed tantum elementa, 
ee (ö 
a”, a“ . 00 a ) 


mt) m(n)* 
Qua de re valores (14.) sic quoque exhibere licet: 
IR IR oR 
f l Ba  erduidi > Mon ch 
IS.PRl= = S. er Int ga Im an Ha Im 


IS.PR\x, = 8. "ir EEE El | 


15. Ans Ü G n) ) 
IS.PR\xz, = S.P l OR , | 
„ip j@ ra 72 m + Pi Ins de + 0a”) mr‘ . 
me m‘ N) 


Designemus per 
(2), (a) +++ (an 


valores incognilarum 2, X, .... 2, provenientes e a+1 aequationibus e 


numero aequationum (4.) in quibus termini constantes sint, 
Kun E; u zu l (n) 3 
m 


erunt expressiones uncis inclusae quae in dextra parte aequationum (15.) 
sub signo S inveniuntur per P multiplicatae, aequales ipsis 
Ba), Bis); »..+ Bin) 
Unde poterunt iam formula (15.) sic exhiberi: 
[S.PRlz = S.PR(r) 








16 [S.PRlı, S.PR(«,) 
S.PRz, = S.PER(z,), 
unde 
S.PR (x) _.8.PR(xı) __ S.PR(&.) 
17. 3%, de " _ Ssdie 7 


Quae sequens est Propositio: 


Propositio I. 


„Quascunque a -+-1 combinando e p-+1 aequationibus (4.) veluti 
m +1", m’ +1", ... m’ +1, eruantur incognitarum X, X, .... z, 
valores, 


a ee a) 
qui valores omnes per eandem quantitatem multiplicentur, 
PR = Zr a.ü..... MEERE 


m{r) 


min)? 
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pro omnibus illis combinationibus quarum numerus est, 
p+1:.p....p—n+1 _ p+til.p....n-+2 
1.2 .....0%p1 I 1.2... 2-n. ’ 
producta singula, 
PR.(z), PR.(2), -... PR.(z,), 
summando ac dividendo per summam ipsorum PR prodeunt INCOgnI- 
tarum valores quales per aequationes (1.) determinantur, 
_ 5:PR@) „.— S:PR@) _ _ S.PRi) , 
FR.’ 2 5.’ eye ERBE: 

















Sı rursus fit, 


abeunt aequationes (1.) in sequentes, 


( (aa)erlaa)z, ....+(au”)x, = (al) 
1. (“a)c+(aua)z, ...+(da”)z, = (al) 
| (a a)e + (a a')z, .... +(a”a”)z, = (a")), 
siquidem 
Mar) = (Ma) = Pr +... + (da 


AD MI Hal ....+al. 
Aequationes (18.) eaedem sunt atque adhibentur ad determinationem in- 
cognitarum ©, ©, etc. per Methodum Minimorum Quadratorum, si Obser- 
vationes numerum aequalionum (4.) suppeditarunt ipsum incognitarum nume- 
rum excedentem. Ponendo enim 
U=S.(a,0C+40.% .. ta”, —1,), 
summa S extensa ad ipsius m valores 0, 1 .... 2, aequationes (18.) con- 


veniunt cum his 





oU oU oU 
I =0 45 =0 4 — 0, 
x 7? On 
pro quibus U valorem Minimum nanciscitur. 
Habemus igitur hanc Propositionem : 
Propositio 1. 
„Proponantur aequationes, 
az aux, taz, .... tua”x, l 


az ra a9... Fa", =|, 


” ” . . - . . “ . . ® > ® . 


2 +0 Fon eo. td, el, 
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quarum numerus incognitarum numerum excedat; e quolibet systemate 
n+1 aequationum praecedentium valor incognitae eruatur atque per 
quadratum Determinantis eius systematis, RR, multiplicetur; quibus 
factis pro singulis aequalionum propositarum cumbinationibus omnium 
illorum productorum summa per summam omnium RR dividatur: eruitur 
incognitae valor idem atque invenitur, si aequationes proposilae per 
Methodum Minimorum Quadratorum tractantur.” 
Observandum est, valores omnium incognitarum qui ex eadem aequalio- 
num propositarum combinatione proveniant secundum Prop. praec. per ean- 
dem quantitatem RR multiplicari, quam ideo in applicationibus ad Metho- 
dum Minimorum Quadratorum convenit appellare Pondus Combinationis, 
a pondere valoris incognitae bene distinguendum. 


16. 


Statuamus ex aequationibus (18.) $. pr. sequi, 
P.c = H(üal)+H (al) ..... + H"(a”)), 
ubi P sicuti supra designat aequationum illarum Determinans. Consueverunt 


Astronomi, quantitatem 
P 


Eau 
appellare incognitae x Pondus seu potius Pondus determinationis incogni- 
{ae z quae omnibus Observationibus per Methodum Min. Quadr. combinatis 
eruitur. Bestituendo ipsius (a a”) loco elementum ec‘ fit, 
P = Z+rodG +... @, H = 2406 ...c®. 
Unde secundum Prop. V. $. 14., 
P= SIE + 4„Undia or 


min 5 


H= SıE+ a A 9 


mı\ 


siquidem in altera formula pro ipsis zn, m’, m’ .... m”, in altera pro ipsis 
m’, m’ .... m” omnibus modis quibus fieri potest sumuntur indicum 
0, 1,2 .... p seun-—+1 seu n diversi. Si tantummodo tot combinamus 
Observationes quot sunt incognitae, ex. gr. Observationes quantitatibus 

5 ech 


respondontes, fit Pondus ipsius x ea Combinatione determinatae, 
[Zta,ajal.... am)? 





n 


siquidem in Jdenominatore sub signo S pro indicibus inferioribus sumuntur 
Crelle's Journal d. M. Bd. XXII. Hft. 4. 41 


Ss2+ ada,....ami 7 SE 
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omnibus modis n diversi e a+1 indicibus O0, 1, 2. ....n. Si vocamus 
quantitatem 


+00 ....afY = RR 
Combinationis Pondus, erit, 
[ d [zZ 392 R R 
SZ +40... = ——, 
2 e (P) 


ipsius z per Gombinationem illam determinatae Pondus inversum, multipli- 
catum per Pondus Combinationis RR. Quantitas quae Aggregato praece- 
dente continetur, 
HER ur, 2 
etiiam in aliis Combinationibus obvenit, videlicet in iis quae quantitatibus 
Is 2... Zu, atque uni e reliquis 2,, 2,41»... 2, respondent ideoque in 
p+-i—n 

Combinationibus. Quam ob rem si pro singulis Combinationibus y+1 Ob- 
servalionum ad numerum 2-+-1, qui determinandis incognitis sufficit, de- 
terminamus ipsius x Pondus inversum, multiplicatum per Combinationis 
Pondus: omniun eiusmodi productorum summa aequatur quantitati, 

(p + i—n) Si8+ #6 AÄRERTERE a —= (p+i1—n)H, 


m\ 


sive dit 





‚RR P ' S.RR 
I =— (p+i—n)H = (pPri—n). = (p+i—n). pm 
unde 
n. RR 
DW —_ r+ti-n 
nm = 


Hac formula incognitae per M.M.OQ ex omnibus p-+-1 Obss. determinatae 
pondus Y determinatur eiusdeım quantitatis ponderibus quae pro numero 
Observationum 241 aequali numero incognitarum obtinentur, advocatis 


r 5 . © . ” 1 
singulis Combinationum Ponderibus RR. Videmus ipsorum (P) valorem 
quodammodo medium in parte dextra aequationis praecedentis formatum non 


ipsi aequari sicuti in Prop. Hl. $. antec. de incognitarum valoribus usu 


1 
CD} 


venit, sed ipsi multiplicato per p + 1—n, hoc est per excessum Ob- 


1 
9» 
servatlionum numeri unitate aucti super numerum incognitarum. (Quod bene 
quadrat, quia determinationum pondera cum Observationum numero crescunt. 


Regiom. 17 Marti 1841. 








a re FE en 
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12. 
De Determinantibus funetionalibus ”). 


(Auct. ©. G. J. Jacobi prof. ord. math. Regiom. ) 





1. 


1. Commentatione anteriore proprietates praecipuas Determinantium enar- 
ravi, quae ad quodcunque elementorum systema perlinet. In hac Commen- 
tatione supponam, elementa Determinantis esse differentialia partialia syste- 
matis functionum totidem variabilium, harum variabilium respectu sumta. 
Eiusmodi Determinantia per tolam Analyticam gravissimas partes agere 
constat, quin etiam in variis quaestionibus ad systema funclionum plurium 
variabilium pertinentibus similes vices gerere atque quotientem differentialem 
functionis unius variabilis. Quod egregie declarant varia theoremata quae 
de Determinantibus illis aliis occasionibus proposu. (ua de re fortasse 
:onvenit ea Determinantia propria appellatione Determinantium functiona- 
kun insignire. (uemadmodum autem Determinantium functionalium proprie- 
tates ex iis quae de Determinantibus algebraicis constant derivabimus, ita 
Determinantium proprietates algebraicorum vice versa e Determinantium 
functionalium proprietatibus deduei possunt. Statuendo enim, ipsas 


ET 


esse functiones lineares variabilium z, 2, .... z,, 


fi = Wetam ta; .... +a”a”, 
fit 
fr a 
0%; = dd; 


ideoque Determinans, ad systema elementorum a quodceunque pertinens, 
haberi potest pro Determinante ad systema differentialium partialium, 


Ofk 
0%; 
pertinente sive pro Determinante functionali. 


3 





*) Quae e theoria aequationum linearium et Determinantium algebraicorum nota 
supponuntur, demonstrata inveniuntur in Commentatione praecedente „De Deter- 
minantibus”; ad hanc pertinent Commentationum paragraphi quas asteriscis super- 
positis notavi. 


41* 
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Sed antequam ad rem propositam accedam, pauca de notatione diffe- 
rentialium partialium antemittam. Et cum in hac Commentatione saepius 
de functionibus a se independentibus vel non a se independentibus sermo 
fiat, etiam de his rebus dilucidationes quasdam elementares annectare ratum 
videbatur. 


2. 


Ut distinguerentur differentialia partialia a vulgarıbus seu in quibus 
variabilis omnes ut unius variabilis functiones considerantur, Eulerus aliique 
differentialia partialia uncis includere consueverunt. Sed quia uncorum ac- 
cumulatio et legenti et scribenti molestior fieri solet, praetuli characteristica 


d 
differentialia vulgaria, differentialia autem partialia characteristica 
ö 


denotare. De qua re ubi convenitur, erroris locus esse non potest. Itaque 
si f ipsarum x et y functio est, scribam 
ef = a dc-+ a dy. 
y 
Si qua unam tantum Pin continet functio, perinde characteristica d 
vel © uti licet. Kadem uti licet distinctione in denotandis integrationibus, 
ita ut expressiones, 


If Y) dz, St y)or, 
inter se distinguantur; scilicet in illa consideratur y ideoque etiam f(x, y) 
ut ipsius x functio, in hac integratio respectiu solius x perficienda est atque 
y inter integrationem pro Constante habetur. 

Alias proposuit notationes ill. Zagrange, quibus et ipsis saepenumero 
cum commodo uti licet. Etenim si f plurium variabilium x, y, 3 functio 
est, denotat per f” differentiale totale, hoc est expressionem, 

= a x’ + bi y'+ nn z', 
x OYy 02 
ubi x‘, y’, 2’ sunt differentialia ipsarum X, y, 3 eius respectu variabilis 
sumta quae pro independente assumta est. Contra diflerentialia partialia 
denotat sceribendo post signum f’ eam variabilem, cuius respectu differentiatio 
partialis instituenda est dum Ten pro Constantibus habentur, ita ut sit, 





’ 


ra=2, fya=-H, ra=-L. 


oy 
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Si duarum tantum variabilium functiones proponuntur, ille super- et suppo- 
nendo lineolas denotat, quot vieibus functio respectu alterutrius variabilis 





* . ” . “4 . . GE q . 
differentianda sit, ita ut ex. gr. f idem sit atque — 1. Defieit La- 
’ ZZ, q 0x? oy?° 
grangiana notatio, si functionis trium pluriumve variabilium differentialia 
altiora quam prima exhibenda sunt, neque eiusmodi differentialia in Theoria 

Functionum obveniunt. 


Ut functionis plures variabiles involventis differentiale partiale sit 
definitum, non sufficit indicare et functionem differentiandam et variabilem 
cuius respectu differentiandum est, sed insuper necesse est indicetur, quae- 
nam sint quantitates, quae inter differentiandum constantes manent. Sit eniın 
f ipsarum &, 7, .... 7, functio, assumtis illarum variabilium r functionibus 
W135 & »«.. W, Si ipsa f pro variabilium &, w,, @ .... w, funclione habe- 
tur, variante z non amplius constantes erunt w,,@,...0,, SI 2, Lese. Wi, 
coustantes manent, neque Si W, Wr +... w,„ Constantes manent, eliam con- 


ag 
. [®, . 

stantes erunt 2, 23 »... X,. Expressio autem E 4 prorsus diversos va- 

lores indicabit, sive hae sive illae quantitates inter differentiandum constan- 

tes sunt. Ex. gr. in functione f duarum variabilium x at y ipsius y loco 


introducatur ipsarum X, y functio quaedam « pro altera variabili indepen- 
z ? eo , . 
dente, quod antea erat differentiale SL, iam erit 


of u 


0x’ 


ita ut idem signum = valores prorsus diversos significet, prout y vel « 


constans manet dum f respectu ipsius z differentiatur. Qua de re et in hac 
et in aliis Commentationibus quoties Differentialium Partialium usus erit, 
dicendo variabilium z, 7, .... x, ipsam f esse functionem, non tantum in- 
dicaho, ipsam f a variabilibus illis pendere, constaniem manere si illae con- 
stantes maneant, variari si varientur, quod idem locum haberet, si ipsarum 
2, %, +... X, loco aliae quaecunque variabiles w, w, .... w, earum functio- 
nes, ut independentes introducerentur: sed 2»so dicendo f variabilium «x, 
U 2... 0, esse functionem subintelligam, quoties ea functio per partes 
differentietur ita instituendam esse differentiationem ul ex ipsis illis varia- 
bilibus semper una lantum varielur dum religquae omnes constantes 


maneant. 
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Nec minus quoad signa, ut formulae omni ambiguitate eximerentur, 
necesse esset ut non fantum indicaretur variabilis cuius respectu differentiatur, 
sed simul totum systema variabilium independentium, quarum functio per 
partes Jifferentianda proponitur, ut ipso signo eae quoque quanlitates quae 
inter differentiandum constuntes maneant cognoscerentur. Quod eo magis 
necessarium possit videri, quia evitari nequit quin in eadem Ratiocinatione 
vel etiam in una eademgque formula inveniantur differentialia partialia ad di- 
versa variabilium independentium systemata referenda, veluti in expressione 
supra proposita, 


in qua f pro ipsarum quidem x et u, sed % pro ipsarum x et y functio 
0x a 

habenda est. In quam expressionem matabatur gu loco y pro va- 

riabili independente introdueitur. Quod, si adscribuntur variabili dependenti 

independentes ad quas differentiationes partiales referuntur, indicari poterit 


per hane formulam, omni ambiguitate exemtam, 





ey) _ Her, Fan) Auley 


Öx 0x ou n dx " 


Sed notatio, in aequalione antecedente adhibita, sicuti aliae omnes, quae 
fingi possunt ad differentialia partialia ipsa significandi ratione omnino de- 
finienda, in quaestionibus certe generalioribus et formulis magis complicatis 
molestissima evaderet nec ferenda esset; scilicet pro maiore variabilium in- 
dependentium numero pluribusque terminis eveniret ut formula, quam una 
tantuw linea repraesentare licet, tolam paginam occuparet. Quando sine 
graviore incommodo licet quamquam maxime affectanda sunt signa, quibus 
et omnis ambiguitas tollatur et formulae sine interpretatione verbali adiecta 
per se clarae et intelligibiles fiant, in hoc tamen casu propter summam 
illam nec evitandam prolixitatem acquiescendum esse putavi in notatione 
differentialium quae variabilium independentium indicationi supersedet. Neque 
eveniet ut lectori intelligenti et ratiocinia sedulo persequenti in dubitatio- 
nem venire possit, ad quodnam variabilium independentium systema singula 
differentialium partialia referantur. Interim ubi ratum videtur, quo facilius 
duo differentialium parlialium systema diversis variabilium systematis respon- 
dentia inter se distinguantur, alterum more Euleriano uncis includam. 
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3. 

Quacunque aequatione inter plures quantitates proposita, nisi aequatio 
identica est, quantitatum illarum unaquaeque per reliquas determinari potest. 
Identicam dico aequationem in qua termini omnes se mutuo destruunt unde 
quantitati deierminandae inservire nequit. Si ex aequatione proposita 
quantitatis alicuius valor petitur isque valor in aequatione proposita ipsi 
quantitati substituitur, aequatio identica emergit, seu potius hunec ipsum dieci- 
mus valorem quantitatis ex aequatione petitum sive aequationi satisfacienlem 
qui quantitati substitutus aequationem identicam reddat. Quia nullitatem 
differentiando rursus nullitatem ideoque terminos se destruentes differentiando 
rursus terminos se desiruentes oblines, sequitur, aequationem identicam 
cuiuscunque quantitalis respectu differentiando rursus aequationem iden- 
licam prodire. 

Voco aequationes a se independentes, quarum nulla neque ipsa iden- 
tica est neque reliquarum ope ad identicam reduci potest. Proponantur 
inter quantitates X, X, +»... 7, aequationes, 

sa, WED ...+: WM, m BB; 
ex aequalione =0O petatur quantitatis alicuus & valor per 7,, x, etc. 
expressus atque in reliquis aequationibus a, =0, %==0 etc. substituatur; 
deinde ex aequatione z, —=0 petatur alterius quantitatis x, valor per x,, 
x, eic. expressus alque in ipsius © expressione inventa et in reliquis aequa- 
tionibus ©, = 0 etc. substitualur, etc. etc. Si hac ratione pergimus aequa- 


tionibus, 
. aa), us =0, ....: u =0, 


et ipsarum 2, 7, .... 2; valores per reliquas quantitates 7;;,, Zr, etc. 
expressi erunt et reliquae aequationes, 
2 Wu =0, Un =0, .... m —=0, 

solas Liz, Try, elc. continebunt, sive quanlitates 2, 7, .... 27; ex iis eli- 
minatae erunt. Si pro nullo ipsius A valore minore quam m evenit ut suh- 
stituendo ipsarum &, 2, .... 2; valores, ex aequationibus (1.) petitos, una 
aliqua aeyualtionum (2.) identica evadat, praecedente methodo totidem quan- 
titates alque proponuntur aequaliones determinari seu per reliquas quanti- 
tates exprimi possunt. Si vero pro certo ipsius k valore evenit ut substi- 
tuendo ipsarum 2, X, .... 2, valores ex aequationibus (1.) petitos reliqua- 
rum aequationum %4,=0, 41,0 etc, una identica evadat, aequatio illa 
identica ad unam quantitatem per reliquas determinandam adhiberi non pote- 
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rit. unde eo casu non totidem quantitates per reliquas exprimi possunt atque 
aequationes propositae sunt. Qua de re aequationes propositae a se invi- 
cem independentes sunt aut non sunt prout earum ope quanltilatum inter 
quas proponuntur tolidem aut non totidem per religuas exprimi possunt. 
Nullo autem modo fieri potest ut aequationibus propositis determinetur quan- 
titatum numerus maior numero aequationum; unde aequationum a se inde- 
pendentium numerum aut aequare aut excedere debet incognitarum quas 
involvunt numerus, nunquam ei inferior esse potest. Si valores quantitatum 
e totidem aequationibus inventi rursus in his aequationibus substituuntur, 
aequationes identicae evadere debent. 

Propositis aequationibus a se independentibus, quantitates earum ope 
per reliquas determinandae non semper ex arbitrio eligi possunt. Veluti si 
duae quantitates x et x, in omnibus aequationibus propositis nonnisi ad- 
ditione inter se. junetae inveniuntur, ipsum quidem <-++ x, neque vero sin- 
gulas © et x, per reliquas quantitales exprimere licet. Si aequationibus 
u—0, W=(0, ... U,=0 quanlitates 2, 2, .... 7 determinari seu per 
reliquas quantitates x„+. elc. exprimi possunt, ex aequationibus illis nulla 
deduci potest inter solas 2,41, Im42 +... 2, seu € qua simul omnes x. 
Dis... m eliminatae Sin. Nam eiusmodi aequatione quantitatum X... 
4, etc. aliqua veluti 2, per reliquas 2,„,, etc. exprimi posset, ideoque 
ope m-+1 aequationum ++? quantitates 2, 2, .... Zn+ı per reliquas 


Z,„4, etc. determinarentur quod fieri nequit. Contra si non fieri potest ut 
ex aequationibus a se independentibus, 


u vw=0, .::.. und, 
omnes 2, 2, »... 7, determinentur, ex aequationibus illis semper aliam de- 


ducere licet inter solas 2,41, In+2 elc. seu e qua omnes 7, X, »... I, 


eliminatae sunt. Faciamus enim pro ipsius Ak valore aliquo minore quam »n 
aequationibus, 
u U, “u = 0 or. 0 u =(, 


determinari X, X, »... ©; earumque valores substitui in aequationibus. 


zul nel +... m 0: 


tum demum his aequationibus nulla amplius determinatur quantitatum z;,., 
Dir +++ 2m, Si per substitutionem factam quantitates illae ex aequationibus 


%;4ı — 0 etc. omnino abeunt seu aequationes inter solas 2,4, 2y+, etc. 
prodeunt. 
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Vidimus antecedentibus, propositis inter a-+1 incognitas m +1 aequa- 
tionibus independentibus, non tantum aequalionum propositarum nullam re- 
liquarum ope identicam reddi posse, sed etiam ex incognitarum numero as- 
signari posse idque in genere variis modis incognitas n— m inter quas 
nulla existat aequatio quae e propositis aequationibus derivari possit. Aequa- 
tiones v=0, w=0, .... U,„—=0, quibus totidem quantitates ©, 2,...0,; 
quas involvunt, determinantur, harum quanlılatum respeclu Jico a se in- 
dependentes. 


4. 


Prorsus similia de functionibus a se independentibus valent. Fune- 
tiones plurium variabilium voco a se invicem ?ndependentes si earum nulla 
neque Uonstans est neque per reliquas exprimi potest vel quod idem est 
si inter functiones eas solas nulla locum habet aequatio ab ipsis praeterea 
variabilibus vacua, quae functionum expressiones substituendo identica fiat. 
Si inter functiones propositas ejusmodi habentur una pluresve aequaliones, 
functionum totidem per reliquas determinari possunt, inter quas nulla amplius 
aequatio locum habet. Unde si functiones propositae non a se independentes 
sunt, earum aliae a se independentes erunt, reliquae per eas exprimi po- 
terunt. Si functiones f, fi-... f, non a se independentes sunt, functiones 
autem fi; fr »- +» /„ a se independentes sunt, erit f ipsarum /, hi ++ fl 
functio. Nam si functiones fi, f ---- /, a se independentes sunt, aequatio 
inter omnes f, fi -... f, Jocum habens ipsa functione f vacare non potest, 
quae ideo ea aequalione ut reliquarum fi, fr ..../, functio determinatur. — 


Si ipsarum 7, &, »... 2%, functiones praeter has quantitates alias «a, 
@,, @4, etc. involvunt, eas functiones quantilatum ©, &, .... x, respeclu 
a se independentes dicam, si inter solas functiones et quantitates a, a,, a, 
etc. nulla aequatio locum habet. Si loco plurium funetionum una tantum 
habetur unius variabilis functio, casus quo functiones a se non indepen- 
dentes sunt, in eum redit quo functio Constans est. Aequatione enim, quae 


inter functiones propositas locum habet, functio si unica tantum proponitur 

Constanti aequatur. Sint 5 fi, f; ete. functiones variabilium &, ©, »... , 

a se independentes, sitque € una variabilium quas f continet: exprimere li- 

cei x per f reliquasque variabiles &,, 22 .... 2. Qua ipsius z expres- 

sione substituta in functionibus f,, fr etc. continehit fi praeter f quasdam 

variabilium &,, &.... 2,5 alioquin enim f, per solam f exprimeretur quod 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hit. 4. 42 
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est contra suppositionem, functiones f, fı etc. a se independentes esse. Sit 
x, una variabilium quas praeter f involvit fi, exprimere licet x, per f; fi; 
2, 2y 2... @,, quae expressio substituatur in ipsarum x, fi, f; etc. ex- 
pressionibus inventis, quo facto illae et ipsae per f& fi, &2, Lay +... I, EX- 
primuntur. Et continebit rursus f, quasdam variabilium &,, &, .... z,, cum 
e suppositione facta f per solas f, fi exprimi nequeat; unde rursus varia- 
bilium 2, ©, .... 2, aliquam per reliquas atque ipsas f, fı f» exprimere 
licet. Hac ratione si pergimus, datis functionibus quibuscunque a se invi- 
cem independentibus, variabilium quas continent totidem per reliquas et 
functiones illas determinantur. Neque plures variabilium x etc. per reliquas 
ıpsasque f etc. exprimi posse, inde patet, quod ponendo m -H 1 aequationes 
Ta, u ur m) 
| las a2, +54, ©) OR 


II 


1. 


(nl Kur 2) = on 

non plures quam zn + 1 quantitates determinantur. Neque si praeter func- 
tiones a se independentes f5 fi »--+ fm aliae proponantur f„4ı eic., quae 
per solas f, fi ---. f„ exprimi possunt, plures quam m +1 variabiles per 
reliquas ipsasque f, fi »+++ fm» fin+ı etc. exprimere licet; nam cum ipsae 
[nz ete. per solas f, fi »-.- fm exprimantur, hoc idem esset ac si propo- 
neretur plures quam m» + 1 variabiles per reliquas et m +1 functiones f; 
fi »::-» fm exprimere. Videmus igitur, prout functiones plurium variabilium 
propositae a se independentes aut non independentes sint, variabilium toti- 
dem aut non totidem per reliquas et functiones illas exprimi posse, vel vice 
versa functiones a se independentes aut non independentes esse, prout va- 
riabilium totidem aut non totidem per reliquas functionesque propositas ex- 
primere liceat. Sequitur ut Corollarium, functionum a se independentium 
numerum variabilium quas conlinent numerum superare non posse. 

Si numerus funetionum a se independentium minor est numero varia- 
hilium quas continent, variabiles totidem per reliquas functionesque propo- 
sitas determinandae non semper ex arbitrio sumi possunt. Veluti si in fune- 
tionibus propositis duae variabiles © et x,, tantum in binomio + x, inter 
se junctae obveniunt, certo non licet singulas z et x, seorsim per functio- 
nes illas et reliquas variabiles exprimere. Quoties 2, &, «++. 2. per re- 
liquas +, elc. functionesque f5 fi »++- fm exprimi possunt, inter quantitates 

5 Ts “Hr Da et 
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nulla locum habere potest aequatio quae substituendo functionum fi ++--+fi- 
expressiones identica fiat. Si enim haberetur, ejus ope una insuper varia- 
bilium ur Zn, elc., veluti 2,4, per quantitates f, fi »++- fans % 
Ip or. 7, EXprimi posset ideoque propositis m + 1 aequalionibus (1.) 
determinarentur a + 2 quantitates ©, ©, .... 24 quod fieri nequit. Vice 
versa si inter functiones a se independentes f, fi ---» fm alque variabiles 
Cats Umt2 +... 2, nulla locum habet aequatio quae substituendo functionum 
F; fi> «+» fi eXpressiones identica fit, ipsas 7, ©, .... 2, per quantitates 
B Ti: ee RE 

exprimere licet. Vidimus enim $. pr., si m + 1 aequationibus (1.) incognitae 
2, Le... 2, non determinantur, necessario eas incognitas ex aequationi- 
bus (1.) eliminari posse; unde prodiret aequatio inter ipsas w, W, 2... W,; 
Lazıs Umt2 one Das BIVE fs fi »+: fans Ems Impr +++ 2, Quod supposi- 
tioni faciae contrarium est. 

Sequitur ex antecedentibus, si 20 + 1 functiones n +1 variabilium 
a se independentes proponantur, non modo nullam inter solas functiones illas 
aequationem locum habere, sed semper etiam e numero 2 +1 variabilium 
extare n— m, inter quas et functiones propositas nulla aequatio locum ha- 
beat, sive non modo functionum propositarum independentium nulla per re- 
liquas functiones, sed ne per reliquas quidem ülas n — m variabiles exprimi 
poterit. Functiones m + 1 a se independentes per quas reliquasque varia- 
biles totidem quantitates &, X, .... 7, exprimi possunt, secundum appella- 
tionem supra propositam designare licet ut functiones varzabilium x, x, «.. 
2, respeclu a se independentes, quippe inter quas nulla aequatio locum 
habere potest ab ipsis illis variabilibus vacua. Funectiones propositae va- 
riabilium loco quarum respectu independentes sunt pro variabilibus indepen- 
dentibus snmi atque ut tales in aliis functionibus introduci possunt, quod fit 
variabiles illas per ipsas functiones aliasque quas functiones involvunt va- 
riabiles exprimendo. 


9. 


Propositis variabilium z, 2, .... 7, functionibus totidem 


formentur omnium differentialia parlialia omnium variabilium respectu sumta. 
unde prodeunt (2 -+1)' quantitates, 


of, 


ur 
X, 
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Determinans ad harum quantitatum systema pertinens, 
a Afn 


da ‘dm, O%&n 
voco Determinans functionale vel magis diserte, Determinans ad functio- 
nes 5 fi -... /„ variabilium &, 2, .... x, pertinens sive functionum f fı 
.... f„ Determinans variabilium &, &, .... X, respectu formatum. Nam si 
plura variabilium systemata modo hoc modo illud pro independentibus su- 
muntur, accurate indicandum est, quarum respectu functiones differentientur 
vel formetur Determinans functionale. Si una tantum habetur functio, redit 
Determinans functionale in Quotientem differentialem functionis. 

In genere Determinantis gradus (4°) idem est atque functionum 
numerus; quoties vero functionum propositarum complures ipsis variabilibus 
aequantur, Determinantis gradus minuitur. Sit ex. gr. 


’ 





Ar — Tn+19 Im+2 -— ZT n+2 3 .. 0.0. £ —— Ts 
fit Determinans functionale propositum, 
n\ » es, » 
je > + A: > eh .... O fm “ 
0x 0x, ER 


Si omnes functiones propositae singulae singulis variabilibus aequantur, De- 
(terminans propositum in unilatem abit. Si functiones 


Im+13 Im+2> A A 


ipsarum Zyrıs Umr or 7, functiones quaecunque sunt, ipsas 7, X +... X, 
non involventes, fit Determinans propositum, 





u 0 EL ER 

PO u 
+, _1_, efn Sr mr, Ifmr Öfn 
mn ; i u Rn om | ih "iii 


x 0x, Om Ö Km+ı } OKm+2 O&n 
Quae omnia ex iis sequuntur, quae in Commentatione „‚De Determinantibus" 
) . . . Of: . (?) 
$. 5. probavi, dummodo ipsius „_- loco ponitur a, . 
k 


6. 


In Jimine quaestionum de Determinantibus functionalibus se offert 
Propositio, functionum a se non independentium evanescere Determinans, 
functiones quarum Determinans evanescat non esse a se independentes. 
Demonstremus primum functionum a se non independentium evanescere 
Deierminans. Sint £& fi -»-- f, non a se independentes ita ut inter eas 


locum habeat aequatio, 


Ich WM=0; 
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quae identica fiat substituendo ipsis f, fi +... /, ipsas variabilium ©, @, .... ©, 
expressiones quibus aequantur. Aequationem antecedentem singularum varia- 
bilium respectu differentiando obtinemus hoc aequationum systema, 





ER .; ; - of, ol OAfn en 
ER IE BEE tr Fe 3 
_ af on af, om of om 
aha An a + - w;? 


_ af m, af om af on 
u of + 1 7a 7 Ale ce E Fr 7 
Qua aequationes haberi possunt pro systemate aequationum linearium inter 


totidem incognitas, 

on on on 

Br1 Ir 24.0 
in quo termini constantes nihilo aequantur. De eiusmodi systemate constat 
(7%), nisi omnes simul URRENERNE SAHNE eius Determinans necessario 


evanescere. (uantitates autem E: F etc. omnes simul evanescere nequeunt, 


quod idem foret ac sill omnibus f, fı .... f„ careret, unde quoties functio- 
nes f5 fı +++» f & se independentes non sunt fieri debet, 


06.20 oh 0, 


— 0x "oa, u... ox, — 


I. d. e. 
7. 


Paullo prolixior est demonstratio rigorosa Propositionis inversae, 
quoties evanescat Determinans, functiones non a se independentes esse. 
Quam ita adornabo demonstrationem ut primum probem, si theorema antece- 
dens de n functionibus propositum iustum sit, idem de r-+-1 functionibus 
valere. Unde valebit Propositio de quocunque functionum numero ubi de 
duabus fanctionibus comprobata erit. 

Vocemus 

" Fe EN © 
expressiones quae in Determinante, 
22 Hd, 
resp. multiplicatae inveniuntur per 


ba a. = 


0x ’ dx, 
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habentur aequationes identicae (6*): 











= 4. of .... fa pi SEA ai A, ....“ En BI 
02 ds, O&n O8 
— af, er. ofı 
0 —— A+7z A, u... n. a, fi 
2. > . u 





0— 7A A+ Al: di ee 
On 

Statuamus functiones fi, fi ++: fa & Se iebeeile esse; si enim non 
sunt, iam locum habet, quod demonstratu proponitur, functiones propositas 
non a se independentes esse. Poterunt variabilium x, X, .... x, numerus 2, 
veluli &,, &, .....2, per x ipsasque fi, fr ---- f, exprimi ita ut f, f2 ++ fi 
ipsarum X, &, »... x, Tespectu a se independentes sint (v. $. 4.). Quas 
ipsarum #2, &2 «... 2, eXpressiones in functione f introducenda, ipsa f eva- 
dit funetio variabilium, 


Differentialia partialia harum variabilium respectu sumta uncis includamus: fit 


= EHEN ED 


porro si 2 quemcunque indicum 1, 2.... 2% ae, 
Tu ARTE EN +32 
de; a ra) Dr 
Quibus expressionibus substitatis i in (1.), expressiones resp. multiplicatae per 


ED 


propter formulas (2.) identice evanescunt. Unde prodit formula memorabilis. 














sr 26... ah (a 
9 O&Xn 0x 
sive TREE 
3 z + Bf . ı .o.e.o fr pe — (<F)2+ fi er . z 
ee dan 0x x Ox, u a ie 


K. 


Evanescente igitur Determinante ad laevam, evanescere in aut 





aut Determinans, 


sh 2: nn 


r Pa u 7 





Supponimus propositum de 7 functionibus valere sive Determinante n functio- 
num evanescente functiones non a se independentes esse. Unde eva- 
uescente Determinante praecedente A, functiones fi, & -... f, ipsarum z,, 
x,.... 7, respectu non a se independentes forent, quod suppositioni factae 
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. . “ 0) . e . 
conirarium est. Evanescere igitur debet alter factor [22% unde sequitur / 
per solas fi, fz ---. /, absque variabili z exprimi posse. Itaque functiones 
f; fi »:-. /, non a se independentes erunt, q. e. d. 


Propositum postquam de a-+1 functionibus est demonstratum ubi de 
n functionibus valet, generaliter valebit ubi de duabus functionibus compro- 
hatum erit. Quod ita fit. Sint f, fı ipsarum x, x, functiones quarum De- 


terminans evanescat sive sit identica, 
of ofı 1 ef = ( 


oz dx, 02, 0x 
Est fı aut Constans aut alteram certe variabilium veluti ©, involvit, unde 
x, per x et fı exprimi potest. Qua expressione in f substituta fit. 


2. = (21) +(2f). 2b. 














0x ofı 0x 
Bi ( af ) of, 
Ba fi? Be, 
unde HR 
0= of of Ai of ofı aim (7) ef 
dx "0x, O2, 08 o= ! dx, 





'e) j | . . . L 
Alter factor .. non evanescit cum fı ipsam x, implicare supponamus, 
1 
unde fit, 


sive funelio f per x et f, expressa variabili x vacat soliusque f} funetio 
fit. Evietum igitur est, quoties identice sit, 


+ Fb. Mia. ; ah. RAN 


x ' 0x, dx, dx 
aut esse fı Constantem aut f ipsius f} funcetionem, ideoque functiones f fı 
non independentes esse, q. d. e. 





E Propositione, functionum non a se independentium evanescere De- 
terminans, Sequitur functiones quarum non evanescat Determinans a se in- 
dependentes esse; e Propositione, functiones quarum evanescat Determinans 
non a se independentes esse, sequitur functionum a se independentium non 
evanescere Determinans. 

Si una tantum haberetur functio, Propositiones antecedentibus pro- 
hatae in hane redirent, funetionem esse Constantem aut non esse Constan- 
tem prout eius dißerentiale aut evanescat aut non evanescat. Vice versa 
antecedentia docent, hane Propositionem ad systema functionum plurium 
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variabilium extendi posse, si conditioni functionem esse Constantem substi- 


tuatur conditio functiones a se non independentes esse, differentiali autem 
substituatur Determinans functionale. 


8. 


Designantibus f fi »--- /„ variabilium x, &, »».. &, functiones a se 
independentes, si proponitur hoc systema aequationum linearium, 


r+ger .... 2 —e 











0x 0x On 
ofı ofı of, 
: Ey "72 nor ta, mm 
Ofn 
SI. + hen tens, 
aut hoc 
n 
+ ol ı- -+75 > „=u 
5 Ta eh, 
Zu sr: ....+ „eu 
2, u 
er, afı, Ofn 
a - t-+ Er. ae Eu = U. 


earum aequationum BR semper possibilis et determinata est. Quippe 
secundum theoriam notam aequationum linearium tum demum accidit ut 
aequationes lineares impossibiles aut ad determinandas incognitas insuf- 
ficientes evadant si earum Determinans evaunescit (7*). At aequationum (1.) 
aut (2.) Determinans, 


4 DE. FR 5 NR 
> dz 08, O&n ? 

quoties functiones 5 fi «+++ f„ a se independentes sunt, non evanescere 

$. pr. demonstravi. 

Ipsam resolutionem aequationum (1.) aut (2.) hac ratione eruimus. 
Cunf fi ----A a se independentes sint, ipsas x, x, etc. per f fı elc. 
exprimere licet. Quibus expressionibus substitutis in alia quacunque ipsa- 
rum x, a, etc. functione P, ea in functionem ipsarum f fı etc. abit. Eritque 
ipsius ® differentiale partiale quantitatis f; respectu sumtum, 


a [& . IP _0p ex gi ) pP 02 >23 pP L£2 
” ah 5a a 


x ox, ofı 








2 
Be) 
& 
& 
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Hince ponendo ® = f; prodit, prout k=; aut k a 2 diversus est: 








ofi 9x ze dx, 3 A. 
4 x u of; nn a 7 7 u... + On . of; — 1 
of 9x Fr; dx, of; 9x 

let = wer Wr Wer 7er" 


Si in ipsius x; expressione per /, fı etc. exhibita substituimus ipsarum f, 
fi etc. expressiones proposilas, ea identice ipsi x, aequalis fit, qua de re 
eam Ipsius x, aut alius variabilis x; respectu differentiando naneiseimur 


unitatem aut nihilum, sive fit: 
0x, of 0%, of, TORE 0x, öf: 











? of 6x, ofı 9 Ta 
> 7 
0, of , I Afı Be 
) ai Basckz 7 Alt elle ie ' oh > Fllen 
Multiplicando (1.) respective per 


et addendo, fit aequationum (9.) ope: 
ER 0x cx 
6. r, = k nie. .... a, 
re, ae bar 7 





Multplieando (2.) respective per 
0x 208, I&n 
Ö Jr )) of. b) u ze of: 
et addendo, fit aequationum (4.) fe 
0x 2, O& 
7. ee u - ar se Ah 
QJuae formulae has suppeditant Propositiones: 
I. Sint variabilium x, x, .... x, functiones f5 fi »--- fi % se invicem 
EB si proponitur hoc aequationum linearium systema, 
0 
rt gen .... +-..nes 
e) 1 
1 ie u es af fi +... +7 Sb. Pe} 





f 








6 Ofn . | 
öl. r+7 2 Yoie .... 1 3 on Ss 
earum Kia semper ver possibilis et determinata eruntque incogni- 


tarum valores: 
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0% 
r .... u. 
s-+- I 7 + Ofn S, 
4 0x 0x 
rn, = — Bed) EI 
af , "7 zu a Ofn " 
r_.= dx, s+— 3a, a Oxn . 
En of of $,„ .e.o. Ey 
Il. Sint variabilium x, x, .... x, functiones f; fi ---. /, & Se invicem 
independentes, si proponitur hoc aequationum linearium systema: 
D ö N 
T4+ Ihr... +2, =u 
ex 0x 
£ 7 Ofn 
En t _t .... M = u 
0x + 2, L, + dx, j) 
np 
öf 4 af ee = 
On O&n COX, 
earum resolutio semper est possibilis et determinata eruntque incogni- 
tarum valores: 
a r) 0 
oO: © IT, In 
== u ar u u. an. u 
r) 
ULCn 
ri —_— -U, «v0. An 
Er u+; Tr ‚ “ 74 
0x 0x On 
= ——- u ie os ———U,: 
’ Ofn Tr Ofn r % Ofn 
Ex his Propositionibus sequentia fluunt Corollaria: 
Ill. Si variabilium x, &, .... a, functiones f fı ---. f, a se indepen- 
dentes sunt, ex PUENOEER 
of of ' 
n r . a ge == 0 
0x 7 r O&n 
c fi e ya d fı 
N 7 i ” ww 5 5 —— 0 
0x ”: © X + O In 
Of | 6) n Ofn 
dd h us ——r., =U, 
ir ex, d « O&n | 
necessario sequilur 
7’ _— O, rn Ge 0, 0. 9» 8 ii = Ü. 
IV. Si variabilium x, &, »... x, functiones 5; fı --:- /„ & se indepen- 





aequationibus, 


dentes sunt, ex 
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IH 





ex ex 0x 
. ofı Fe ar 
+ — rg bee tg 6 = 0 


of (+2 il. 16: n—=0, 


On Kn O&n 
necessario sequitur 
en KER u: 
Si in Propositione I. aut Il. aequationes lineares et proposilas et 
resolutas accuralius inspicimus, videmus alias ex aliis obtineri, incognitas r 
aut Z cum terminis constanlibus s aut  simulque quotientes differentiales 


of. 0x 


EU» N h f 
-—— cum quotientibus differentialibus ET commutando. Quod facilem sup- 
UF, 
peditat regulam pro eiusmodi aequationum linearium resolutione. Simul e 


) i 0x 
formulis praecedentibus patet quomodo quotientes differentiales - 57. e quo- 
vr 





. . . . . 0 f; 4 s . . 
tientibus differentialibus un obtineantur. Collatis enim formulis praeceden- 
A 


tibus cum iis quae per notos algorithmos algebraicos resolutioni aequatio- 
num linearium intervientes obtlinentur, formato Determinante 


Beat. E, 
u ie 1 


sequitur 
n\ 
0x, OR 
A 
of, R of; . 
Y 
x, 


sive aequatur R.- Aggregato terminorum quod in Determinante R per 


Era 


fi multiplicatum reperitur; unde ex. gr. fit, 


x, 


ni 


u, a fr 


——— cd n oe er © 0 r . 


of a 7° 0%, 





9. 


Adnotari potest succincta differentialium partialium Determinantis 


functionalis expressio quam per formulam (8.) $. pr. obtinere licet. Pro- 

ponatur ipsum Z% differentiare quantitatis alicuius @ respectu quae sive una 

variabtlium ©, x, elc. sive alia quaecunque quanlitas sit quam functiones 
43 * 
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f, f etc. implicant: fit 








OR _n._ ER, a 
m. *° of; daöx, ’ 
sa, 


utrique 2 et k sub signo 3 tributis valoribus omnibus 0, 1, 2 .....n. For- 
mula praecedens per (8.) $. pr. in hanc abit: 

















Be a 77 77 öf, ’ 
fit autem 
2 n of, 
Re * 0x 0? f; ° ox, ET 4. ee R Ox, un . da £ 
dadx of. r dad“, of; dadan Of, ur ; 
unde prodit formula: 
N) r 
1 ologR __ 0 . eg 0, ER Be -ı 
. er > TERT u en 


r 


i ’ıR e . > 
Itaque ad obtinendum Er expressionum propositarum f, fi efc. quaeque 


f; ipsius @ respectu differentietur, differentiale per ipsas f, fı .... f. ex- 








. . . * ” N 
primatur eaque expressio ipsius f; respectu differentietur: horum omnium 
IR 
C 
n +1 differentialium Aggregatum aequabit ipsum >. 
In Commentatione de Determinantibus $. 10. demonstravi, posito 
‘ “u (n) (1) oR 
R=Ztaag ... m, = —; 
da, 
hieri 
? m+1) (m+?) ) 
3 + AA, ure» A” = R"”s+ or u soo. ee 

Statuendo 

2» A: 

Be x,’ 
secundum (8.) $. pr. fit, . 

5 x 

at k 

u 
quod substituendo et dividendo per R” abit formula praecedens in hanc: 
o RS + om 0m, Ö 0m — + Ofmtı Ofm+2 Ofn 
ig, 16) f : c fı 17 Ag OKmtı "Oo Rm+2 dx, 


Ex hac formula permutatione indicum sive ipsarum x sive ipsarum f pluri- 
mae aliae obtinentur. Si ponitur m = n, loco citato formula prodit, 


S+AA... A =R, 
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unde eo casu abit (2.) in hanc formulam, 





ox 0x O&n 
R > > + > ee Fi u 0. u = 1 
VER TimE f of 1 © fr 
sive 
3. >> J4- Ix . 9x .... I &n pe , > r 1 1 Ir Si 
Tee fa s+r_/L, la 
55 X . De 


Si una habetur unius variabilis x functio f et vice versa x per f exprimi- 
tur, ipsius x dilferentiale sumtum ipsius f respectu valore reciproco gaulet 
differentialis functionis f ipsius x respectu sumti. Similiter formula prae- 
cedens docet, si habeantur 2-+1 variabilium x, x, .... x, totidem functio- 
nes f; fı «++. f„ et vice versa ©, X, ++... x. per & fı ---. f, exprimantur, 
Determinans functionale ipsorum &, x, ....%,, formatum ipsorum f5 fi »--- f. 
respectu, gaudere valore reciproco Determinantis functionalis ipsorum f. 
fi -... f, variabilium x, &, .... x, respeciu formati. 


10. 


Antecedentia docent quomodo obtineatur Determinans funetionale si 
non ipsae dantur functionum expressiones explieitae sed vice versa varia- 
hiles per functiones exhibitae dantur. Qua quaestio redit in generaliorem 
invenire Determinans functionale si definiantur functiones per aequationes, 
inter functiones ipsas et variabilis propositas, sive si functiones impli- 
cite dantur. 

Definiantur ipsarum x, &, .... x, funcliones f; fi »---. /, per aequa- 
tiones sequentes inter omnes illas 2 +? quantitates propositas, 

Fr0, HR 0 8, =20;,.... F=0. 
Substituendo functionum & fi --:. f. expressiones per x, X, .... x, exhi- 
bitae, ex aequationibus illis prodeuntes, earum aequationum quaevis. 

F, = 0, 
identica evadit. Quam aequationem differentiando variabilis alicuius r, re- 
spectu prodit 








ar or, 9 or, 8 
1. 9) = — u. — .—— # r .— fi ua. - _— rs A In r 
x, of Ox, of, : 08, e7..,08, 
Statuamus h j 
d F; ik) ) RN 


EDER —— An m 


2. = 
Of 
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338 12. 
sit porro 
PA Luc — 
erit e (1.): 
3 ce = FERN. 1 
. 02,;. 
lam vero habetur formula nota (13), 
3 +06 mens Ai = 2 ta0% ARE 23 +a040% .... a); 
unde substituendo (2.) et (3.) provenit, 
4. en RR OF OF, OF, 
\ J => 8 os, u... Ö In 
= ı Ö F Ö Fi 0 En >. of ofı Ofn 
a 1 of of, of “nd:'0., en... 0x," 
Ouae formula suppeditat valorem Determinantis functionalis propositi, 
oF OF, OF, 
N [ 2 f 5 f: 2 + R- . y .... reg 
5. 3+-.. era u 
> 02 08, On Sı+ EM of, OF, 
— of Ey .»..0 of. 
Variabilis © functione aliqua f definita per aequationem, 
Fifa) =0, 
obtinetur functionis f differentiale, variabilis & respectu sumtum, si ipsius 4 


differentialia ipsarum f et © respectu sumta alterum per alterum dividuntuı 

et sienum negativum praefigitur. Prorsus simili modo, docet formula (5.), 

ariabilium 2, 2, »..+ 2, functionibus & fi .... f, definitis per aequationes, 
2, 0.2. md, 

f. Determinans, variabilium z, 2, .... x, respectum for- 

F', Determinantium 

sig 


Fa 0, 
funetionum f5 fi »**- In 

matum, aequari Quotienti duorum ipsarum F, F\,.. 
insarum 5 fı -+«+ In et ipsarum I, Ce... 7, respectu formatorum, signo 

+ aut — praefixo prout ipsarum f% fi eic. numerus par aut impar est. 
formula generali (5.) sequitur ut Corollarium formula $. pr. de- 
Invenimus enim Propositionem, datis inter ipsas 2, r, .... z,. 
el, hf» 

OF, 


’ Or, 
...». 0% 


aequalionibus f=0, F, =0 








monstrala. 
sheol i 

2%, X 2... 7, eXprimantur, fieri, 

| a Zn. 

U (rtt_ _ 0x 0%, EB .. 

$ > + OF . OF ..e » ee En 

u ei Of 

per 5 fi 


per 
af ah: 
On 


> i . 
Fr O2 C. 
unde secundum eandem Propositionem Si ©, X, .... X 


exprimantur fieri debe 
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2 AL 
S+ 0x „exı ja; Ian au (ayr AE A Dr 
” 0-0, Be; “ s+_0F OP, oF, ’ 
PN dx "dx, e Ion 
ideoque 
x 0x, O&n 1 
ai a; Rn. alpin. aa > 1 
zu 7 u 0x 


quod $. pr. probavi. 


11. 


Supponamus functiones & fi »--: f„ non immediate per Ipsas varia- 
hiles x, 2, ..». 7,, sed per earum funcliones, 


Dd, 9, MP 2... ®, 


expressas dari. Sit 





u 
1. Un Pr 








pm O0 
unde staluendo, 
(i FEN 1 (i (hy ( 2 
Zu = ua” + a, a o... + aa," 
_ oh 9 , dh 99, af, u 
a a 
erit 
2... = af: 
k 6 


Invenimus in Commentatione de Determinantibus $. 12 sqg., si p<n: 
3. Etedid.. 0, 
ıp zn, 
Br... aitreacd .... ".Erad .... a 
sıp>n, 
(n) ng 


u L er (n) EN R ( ı 
> 7 > 4 CC,C; ...e C,„ -— SELL... a Dita... n)( 9 


ubi signum S perlinet ad cunctas combinationes quibus pro indicibus m. 
m’ .... m”) sumuntur a+1 diversi ex ipsis 0, 1, 2 .....?. Ex his tribus 
formulis (3.), (4.), (5.), substituendo elementis, 


(i (k) (i) 
u da, ’ €; ? 


differentialia partialia (1.) et (2.), res Propositiones sequentes fluunt: 
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Propositio I. 
Determinans functionum, quae omnes per minorem functionum nu- 
merum exprimi possunt, evanescit. 
Haec Propositio cum iis convenit quae supra demonstravi; quoties enim 
functiones propositas per minorem aliarum quantitatum numerum exprimere 


lieet. functiones non sunt a sc invicem independentes ($. 4.), functionum 
antem a se non independentium Determinans evanescit ($. 6.). 


Propositio 11. 

Sint f; fı ---- f„ quantitatum ®, PD, »... D,, ipsae D®, ®, .... OD, 
quantitatum ©, &, »... X, functiones, unde ipsae quoque bo ul 
pro quanlitatum ©, 2%, .... ©, functionibus haberi possunt; quarum 
(unctionum Determinans aequatur producto e Determinante functionum 
5 fi »--- fı, ipsarum ®, ®, .... ®, respectu atque Determinante functio- 
num ®, ©, .... D, ipsarum %, 7, .... 7, respectu formato sive fit, 


‚af Aı of _ = +21, Alı Ih +20 99 Opn 


»....r ...» rn 


r . .... + . 
dx "0x, On 1% "ey, On " x '0x, O&x, 


E 





Hacc Propositio est prorsus analoga ei, in quam pro n = 0 redit, designante 
f ipsius y, y ipsius © funclione, esse 


BU 
d2 :: ds Je” 


Neque formulae simplicitas minuitur modo differentialibus Determinantia fun- 
etionalia substituantur. 


Propositio III 


Sint 5 fı»---/f. functiones maioris numeri quantitatum, ®, ©, .... D,, 
quae ipsae sunt variabilium 2, &, .... 2, functiones; formetur pro- 
uetum duorum Determinantium, 


of ofı fr => +09 og, Opn 


du r er u... © 


ep 0y, On dx dx, On 
vmniaque similia pro quibuscunque n+1 e p-+1 functionibus ®,,®, ... 
. ®©,: omnium horum productorum summa aequatur Determinanti fun- 
ctionum f} fi »+»- f„ Ipsarum 7, &, .... X, respectu formato, sive fit: 
Sı ef.ceh ER Ofn _ siz+ of of, ef Ss + IP, ep, Ofr) 


pr mes nee .... 
_—— X OX, El 





a: Op "dy, On =+,;, "ox, Lig, x, 
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Haec Propositio analoga est huic, functionis plurium quantitatum differen- 
tiale obtineri differentialia functionis singularum quantitatum respectu sumta 
respective per singularum quantitatum differentialia multiplicando omniaque 
producta addendo. 

Sequitur e Propositione II. laec ut Corollarium, in qua ipsius ® 
loco elementum y posui: 


Propositio IV. 


Sint 5 fi -... f, quantitatum y, Yı »»-. Y„ functiones, si expri- 
muntur cum & fi ---- fi, tum y, Yı »».. Y„ per alias quantitates, 
T, Ti, .»... ur 








erit 
rn r > + 9 „el ..o,.0 u & fr 
WE: IB. Re na u pa” 
u A Mh. 7 SEE Oyr 
_— 0x - dx, ...». 0x, 


.,» * . . d k . 
Haec Propositio huic respondet, in expressione Fr perinde esse quaenam 


variabilis sit cuius respectu differentietur, sive expressa et f et y per aliam 
quamlibet variabilem x, fieri 


df 

d f da 
er 
dx 


Si in Propositione IV. ponitur f=r, i =2ı .... f,=x,, redimus in 
formulam (3.) $. 9. 


12. 
E Propositionibus $. pr. traditis aliae quaedam fluunt adnotatu dignae. 
In Propositione Il. $. pr. ponamus, 


P=31, 9 =, ... m, 
secundun $. 5. fit, 

















op °Y, ÖYn FR I Ym+i O Yym+2 On 
er > Fr u er ee a 
Unde docet Prop. Il., si in Determinante functionali, 
u of 


Da 00 Dan’ 
IPSArUM Zyrıy Tmp2 +++ 2) loco aliae ipsarum 2, ©, .... ©, functiones, 


Dantız Ont2 a a Br D,, 
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pro variabilibus independentibus introducantur, fieri 
of af, of _ 
1. Er dr Frhr Freie 


fı fm fntı, Ofmrr ,,, Chr nz I9mtı Iymr2 Op 


.... n _ Zur .... £. Zee 





























5x 52 Om Omi OYm+? On er dam On 
Hinc si unius tantum variabilis x, loco alia variabilis ® introducitur, fit, 
’ ef eh Ofn _ 299 of ef 4 ofr 
B. + r ou... ven an + 7) c .... 
— 0x "ox, O&XCn O&n OXx "ox, On dp 
Si insuper in formula (1.) ponitur, 
Dur = m-+-1 9 Dar — Fir; E D, — bh; 
fit secundum S$. 5., 
+2, afı O fm e m+t '. m-+2 0 A FRrnBn + 2 f Ö of, f Q En 
L5% "ox, ia Om OYpm+i Opmtr  Ogn ”r + 0x ' 0x er On | 
Unde sequitur Propositio prae ceteris memorabilis Deiteninans functionale 
of, of, af. 
= + F .... in 
x OO XCn 


si in functionibus 5 fı »+-: fa variabilium Cnti9 Ump2 «00. X, 1060 ipsae 
firıy finde >» fi. Introducantur, fieri 








u of, LEBE Ofn “un 

s u 7° dc 
9 fm u De Ofmt2 fr 
> 92 "0x, fish: Om De Omi ’ ÖXAm+2 she O&n ng 


Qua in formula tenendum est, duorum Determinantium in se ductorum prius 


ipsarum 2, X, e... Ey fntıs mp2 ++. f, respectu formalum esse, in poste- 
riore ipsas fatis fmt2 +++ fa pro variabilium 2, &, .... ©, functionibus 
haberi. E formula praecedente pro m = O0 sequitur, 
24. ch... Zei RE 0 
u 7 0x, On 0x _ ox, . Öx, ... ra 
in qua uncis innuitur ipsam f pro ipsarum f, %, 2... %, functione haberi. 
Hanc formulam iam supra $. 7. demonstravi. 








Datis ipsarum 2, 2, .... 2, functionibus Q,yrı, Omp2s +... On, Si 


exprimuntur Toni) Ltr see En PER 2, Ei rer. Omy Onrıs Oz ve: Dr, 
fit secundum $. 9. (3.): 


5 + I9m+ı Cpmr _IPn_ ı 


u Im-i "Ixrm+2 O&n >> + OXm+i ‚I Emt2 Ox " 
Pr ö Pm+i "Oypm+2 } 10) On 











Qua in formula in formandis Determinantibus functionalibus habentur quan- 
titates ©, 2, +... 2, pro Constantibus. Substituendo formulam praeceden- 
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tem in (1.), sequitur, si ipsarum 2, 2, .... 2, functiones f; fi ».-. f, nec 
non IpSae Lurız Emt2 «+++ 2, EeXprimantur per 


T, ı .... ns Dans Dar RR D,, 


fieri, 
+ er ofı fm e m-+1 o fn+? % f: 
> + ef afı öfn = ir Ox, Te Iymzı "Opm+2 On . 











0x "dx, O&, S+- ÖOKm+i Oxm+2 0: In 





Ber + 
Porro e (3.) sequitur, si exprimanlur 

ß fi ch Fr Toni) LT +2 u Ya T, 
per quantilates 


2, %ı vere Dur Im Im ++ Pa; 














hieri 
a | a 
6 >> B2 of Hfı ofn — a. ox 1) X; i Ö Km 
. ud U dx 5 of, .. . 0%, 3 + Ö Kmti I Xmt2 d Cr 


1. Tui 0 Ar ... E74 
Formulae (5.) (6.) eiiam e Prop. 10. $. pr. deducuntur, ipsis y, Yı ---- Y 
substituendo LT, T, .ooe L,s IpSis autem TU n+13 LT n+2 ...0 LI, substituendo 


fan; I+: DS fi: 


13. 


Ponamus, ipsarum 2, 2, .... X, functiones f; fi --.. f, determinari 
n-+m--1 aequationibus inter quantitates illas ©, ©, ....0., ß fi »---f 
aliasque quantitates, 


[+13 Ir+: A A 


propositas, 
g 
F = Ö, = Ö, an TER = V), 
ac quaeratiur rursus SAGEN functionale, 
3+ of a fr 


Ex aequationibus, 

F\.+ı = 0, Fin =— .... Bm == U, 
ipsarum farıs fatr **+* farm pPetamus valores eosque in functionibus F, 
F, .... F,, substituamus, erut !=0, FR =0.... F, = 0 aequationes 


inter solas quantitates 


7, T, ..».» T.3 b: fi .... fr. 
Quarum aequalionum ope determinatis ipsarum 2, X, .... x, functionibus 


Bhf... fi, file 6.) $. 10.: 


44% 
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oF OF, OF, 
- + .... 
1. 2+-L 2 . ‚oa Re ee iR 





2177 IT. a 


Fractionis ad dextram cum numeratorem tum denominatorem multiplice- 
mus per 
5 + Fat ö F,2r O Fu+m 


o fr+ı ö Ofrr: oO Trın , 


erit secundum (3.) $. pr. 








< 6) F Ö Pi, Ö F, Ö Fa+ı d OF,+2 6) Fi 
au + - u, er „0.90 = .- ’ .u.eoo ET aan = 
FF IM 0X, dx n "Ofazı © Ofrz. O fn+m 
N FR ’ 
>> + ’ rd D . N . 020» On . ee) R : Tim 0 Fn+ .e0».» KL: Ban , 
O2 ( I, fe) In er In+ı o fn+2 co Tann 
S+- 9 2 - # N -- ‚tn — 
u; of: 0 fn+m 
am u MP r 
>: + PR e . or, .».9 0 © _OFn . pe. + 0 OFntı 0 Fr .0..» c Enden 
= ef of Of: — Ifarı " Ofnz: Ofntm ' 


siquidem in laeva parte aequationum praecedentium ipsas F, Fi) .... Fir 
rursus pro omnium f5 fi »+++ frtms X I»... X, functionibus habemus 
quales propositae sunt. Substituendo formulas praecedentes in (1.), prodit 
expressio quaesita, 











. 248... 
dos. Ox, 2 
34 DE BE, DE Or Bm ,, sie 
(+ 8 ; 0% Ofn+ı 0 I4 Ofn+ 
f A SE, oO F,+ 





+ nn .... | Aa 

of of, O Fam 

Quae docet formula quomodo inveniatur Determinans functionum quae quo- 
cunque modo implicito dantur. 


Si determinatur unius variabilis z functio f per m-+1 aequationes 
inter quantitates x, 5 fi ---. /„ propositas, 
F=0, #9, =20, ..:..#,.=%, 

















fit 
2 243. nn “nt 75 
3 df — HER afı Of: Be _OIfm 
da 0: SF OR DE, öR, ' 


37 Ip :T Aula 7 3 
(uam formulam si cum generali (2.) comparas, et hic vides perfectam lo- 
cum habere analogiam inter differentiale primum functionis unius variabilis 
atque Determinans systematis functionem plurium variabilium. 
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14, 


Demonstrabo iam Propositionem, quae prae ceteris memorabilis aique 
iuncta formula (2.) $. pr. ipsis Determinantibus functionalibus inveniendis 
commoda est. Ponamus enim inter quantitates x, &, .... x, datas esse 
totidem aequationes, 


feas.fi a, +. =o,, 
ın qwbus o, a, etc. sint Constanies: dico Determinans 


BEER... 28 


r 


0x" 0x, On 
non mulare valorem si functiones f, f, -... f, varias subeant mutationes 
quales per aequaliones propostas subire possunt, ta lamen ut function: 
alicui f; transmulandae non ipsa adhibeatur aequatio f; = u,. 

Sufficit Propositionem praecedeniam pro casu demonstrare quo una 
tantum functio f mutationem subeat per acquationes inter ipsas ©, 2, .... ©, 
propositas, 


Ga, Rat, -+,:. num. 
Propositio enim pro una functione demoustrata ubi successive sin- 


gulis functionibus 5 fi --.. f„ applicatur, propositum demonstratum erit pro 
casu generali quo per aequationes propositas simul omnes functiones f, f, 
.... f, mutantur. 

Pouamus igitur per aequationes, 


5; f mu, Fu, a u f, = &, 








fieri 
2. f=P; 
probandum est per easdem aequationes fieri, 
es BE ee on. 2 
" WE" u On OR 08, Ge .. :. Din 


Functio ® praeter variabiles x, 2, .... ©, implicabit Constantes «,, &, 
. &, ita ut pro ipsis &,, & »... a, restituendo functiones fi, fi --- =» fı 
ipsa ® identice redeat in functionem propositam f. Hine per aequationes 
(1.) locum habebunt aequationes, 
or _ 89 op of, 09 of: op Of. 
FREE RD 
of 0 °P of, 99 Of: 09 Of, 
4. x, x, ae ae nr + \ oT L. 




















| 


op of, op Of, 








ETF TE TER TE TI Jı 
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1 Of ] 1 C ] 2 
>> a) - r} 1 r 2) Zu .o.90 


sequentem eruimus eXpressionem, 


of: 


da, ? 





























> > + 9 " ef . ofı .... Of -- °P > + ef. . fi 5 of: ... 
Dez 08, On Od, "98 - 0, 
4 °P ri of eh eh 
ui I Fee nl, 
ee 
BE A 
At Determinantia singula in singulos factores, 
1.4 ZBROR. 29 
pr SEAT 3 
Anucta 2dentice evanescunt, unde fit 
> ef of, fr fr — 0 of, of: 
+ — u u... ze; - — 53+ . . .... 
rn. Ox, COX O X a. 0x Ox, 0x, 
Nimirum si in differentialibus, 
Op Op dp 
Zei ed 


pro IpSIS &, &% .... &, Testituis functiones fi, % -»--- fn, Determinans 


dexiram identice in Determinans ad laevam redit. 
Si per aequaliones, 


Mm f; 


2 


—— 
— 


Üü, (4 f = U. . ® - . 


hı =D 


fit 


eodem modo probas fieri, 











D af - Ip 0G If. 
4. un = u ib A © 
=: 0x "0x, 0x, 0% z+ 0x: dx, 0x, 
unde etiam 
o 6 of. Ofn O0 em a 
= > of, fi f: .o.» f m + P Pı f: 





* 
0x da, O8, O 


Sic pergendo sequitur generaliter, si per aequationes, 


f=u, i = +++: f-ı = Wo, fr = Gips 
hat 


per aequationes, 








=ı, fi =U :-::: hm; 
fore 
> >> + ef eh Pr mr we) fr — R > + Ip . 99: .. - 
. mon. O5 Ox, > 92 0x, 


dx da, da, 








‚ayr & 
d f. 


On 


er 


n 


O In 





ad 


af 
we 7 


O8. ' 


Ofn 


Ox, 





.». 2 0 ® A — Us 
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Nimirum restituendo in ommnibus 

og, 

5273 
pro Constantibus @, &, & +»... &, functiones f5 fi, fr »+-» f., Determinans 
funetionale alterum in alterum identice redit. 


15. 

Sit numerus variabilium quas functiones f, fi -. -. f. involvunt maior 
numero functionum: functiones illae si a se non independentes sunt, qua- 
rumque 2 +1 variabilium illarum respectu non a se independentes erunt 
Scilicet aequatio quae inter eas locum habet omnino nullam praeterea varia- 
bilem involvens, sane etiam quibusque 2 + I illarum variabilium vacabit. 
Qua de re e Propositione $. 6. sqq. probata sequitur, si variabilium x, x, 
000 2urm funcliones 5 fı -... f, non a se invicem sint independentes, omnia 
earum evanescere Determinantia formata quarumeunque n+1 en+m-+I 
variabilibus &, &, +++. 2;4m respectu. Et vice versa locum habet Propo- 
sitio, his omnibus evanescentibus Determinantibus, functiones propositas a 
se invicem non independentes esse sive inter eas aequationem locum habere 
ab omnibus n-+ m +1 variabilibus ©, &, .... 2,4„ vacuam. Quae ut 
demonstretur Propositio probemus rursus si de n functionibus valeat eandem 
de » +1 functionihus instam esse; quod sufficit ad Propositionem genera- 
liter demonstrandam quia pro una functione constat. Nam pro una quidem 
functione haec evadit variabilium ©, &, .... 2,4” functionem f esse Con- 
stantem si eius differentialia partialia, 


eL..: Agen.. * of 


" 2. m zu N 
0x ’ x, GO nem 





euncta evanescant. 


Ponamus functiones & fi -»*- fa-ı a se invicem independentes esse; 
nam si functiones f, fi -... f„_, non a se invicem independentes forent iam 
locum haberet quod demonstrandum proponitur. Cum propositum pro n 
functionibus iustum supponatur non evanescere possunt singula functionum 
fs fi ---- fı-ı Determinantia quae formari possunt n variahilium e numero 
ipsarum ©, &y ...: 4m respectu; alioquin enim secundum Propositionem 
illam funetiones f, fi -... /_ı non a se independentes forent. Sit 
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Determinans non evanescens; eligamus ex omnibus functionum hf fi 
Determinantibus ea in quibus ipsae 2, ©, .... z,_, inter n+-1 quantitates 
sunt quarum respectu Determinans functionale formatur, hoc est Determinantia. 











+7 oh I, hr s+_1 Aı ln-ı fr 

nö, O&n-ı O&n De une WE 
sel. 24 lat. A 2 
Ba GE COX, © KUnml Oxura ?  Yi Es 0x ödx ar ER "Glnte 


Ipsarum 2%, 2, ..+. 2, loco ipsas 5 fı »- ++ famı ut variabiles indepen- 
dentes in functione f, introducamus, secundum ea quae $. 7. demonstravi. 
abeunt determinantia antecedentia in expressiones, 


B(2f), B(26), BER), .... Bet), 


ubi uneis innuo functionem differentiandam per ipsas 


'£ fi .o.o9 as TC,» T.+1 ..0.. LT n+m 
expressam esse. His autem expressionibus evanescentibus, cum B non 
evanescat, fieri debet, 
Ö A 
fr == U, fr. =(, fr == U), 











Q) 








Ü In Ö ni One 


unde f, solas f fı »--- f.-ı Implicabit ideoque functiones & fi... f, non a 
se independentes erunt, q. d. e. 


Demonstravimus antecedentibus, evanescentibus m-+1 Determinantibus 
I ; A: 5 Ofn-ı Ofı of of, afn-ı, _Efn 
+ — u De 7 "m a m u + ” rn ee 4 
n wB OX, 16) LIn1 © &n 0x ' ro] 2 c Kr 6x un, +" 
2 af, EN ae” 


dx dx, Ö&n-1 O&ntm ’ 
neque simul evanescente Determinante Z sive 





_— 
..0 


= 0x or, On 


of of 6 n— 
54 ı m 


fore f, ipsarum f5 fı «+++ fi. functionem. At si f, ipsarum f fı ---- fı 
functio est, initio huius $ vidimus evanescere functionum f fı -:-: f. De- 
terminantia formata quarumcungue 2-1 e quantitatibus 2, X, --.- X,rm TE- 
spectu. Quorum Determinantium numerus est, 


rm tem: . (m-H1) _ —_ (at+m+i1)(n-+m) .... (n+1) 








1.2.3 u. 1.2.3 .... (m-+1) 
Quae igitur omnia evanescere debent simulac illa m -+-1 Determinantia eva- 
nescunt, siquidem ipsum non evanescit Determinans 2. 
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16. 


Quo melius perspiciatur nexus qui inter Determinantia illa 


1.2.3 .... (n+m-+1) 
1. hen ar 
intercedit quae evanescere debent omnia simulatque certa m-+1 ex eorum 


numero evanescunt, formulas sequentes adiicio. 





Fingamus novas ipsarum &, %, ++... X,4m functiones arbitrarias, 


Fr+1> Ir+ > nn Ia+m» 
ac ponamus, 
ee hr, Ifh — 


— dx. dx, Or 


.»... n 


Km" OKntk 


Qua in formula utrique indiei 2 et k competuni valores, 

Sa Pa Au) 
Variabilium ©, &, .... &,., loco introducendo f, fi «+++ fa-ı, Vidimus 
$. pr. fieri, 





2... W— B (5), 


siquidem rursus 


En 7er 





B — S+ of ofı eo fr-ı 


Sequilur e (2.): 
3 +00: .... 6 = BD 2+ (Ar) (El)... (em), 


9) In o In+1 0) In+m 
At e formula (3.) $. 11. mutatis mutandis sequitur, 
= 4 of of, Ofntm Br 


a "DEE 7 ie 7 


2+ (Ze). (m)... (Are)se a... Am, 


OÖ &n OXn+1 Ö Kn-tm er dx "0x, On 





unde fit, | | 
9. E+rbd... 09 = B"S+ 2 afı Ofntm 
— m Be pr - ...o 90 5 


02; ÖLnsm 





Cuius formulae in quaestionibus de Determinantibus frequens usus est. 








Ponamus 
Be PD — + of, RR Afi-ı Ofi Ofizı faı 
"0x, S 9x" O&Xntk O&x+ı RR Ox ? 
seu prodeat Br e u 
z+-L,hı Aı-ı 


02 90, Ina 
Jifferentialibus ipsius ©; respectu sumtis differentialia ipsius X,4, respectu 
Crelle's Journal d.M. Bd. XXI. Hft. 4. 45 
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sumta substituendo; erit £} Aggregatum terminorum qui in expressione 5.) per 
O fn+i 


do, 





multplicantur. Unde sequitur Aggregatum quod in Determinante, 
Ztbb, .... b” 


multiplicatur per Ofn Ofnzı O fn+m 


— —_..___ 











0x . Ö x, .o.... Om ’ 
esse 
S+PB .... Pu. 
At Aggregatum terminorum qui in Determinante, 
FR A: 2 Ofntm _ 
ud I . ..o.. — 
dx 6) X] oO ICn-+m 
gm | F . 2 + Zu: . i.; 79 .... ln . fr Ofntm ”*) 
h ru In+i 9) ICm+2 FR 0x ÖL ” 
per eundem factorem, 
2 2 2 
Oln Oft Ofn+m 
a Rn Pech 
multiplicantur, est 
R : 
1 5 +. 7 ARRRRE...: 20 Ofızı 
\ u; re, Im+1 © Im? Ö2.4m y 


Unde terminos per factorem illum multiplicatos inter se conferendo, nan- 
eisecimur @ (3.): 


nu yım) . n\m-+-!) m o ce * ” 
1. ER Berl eh... Am, 
Ö Xm-+2 O Xn+m 





Habemus igitur hanc Propositionem: 
E Determinante, 
of Hr Aa=ı 


B = Zz+ —.. —ı . „Ze 
m u 5; u .) 
© x © x 


deducantur (m +1)’ alia Determinantia, uni cuilibet differentialium Ipsa- 
rum 2%, 2, .... 7, respectu sumtorum subslituendo successive differentialia 
ipsarum 

Be Man na Mein 
respectu sumta; illarum (m--1)? quantitatum Determinans aequatur ex- 


pressioni, { . 
(—tirt) Zr + a; lazı 
/ , 


> ..0 08 az 


— r 2 = - 
OLCm-+i 6) Xn+?2 O Cn+m 





*) Signum (—1)”'”+D determinatur consideratione, commutando 0, 1,2 ..... p in 
„dipl, 2... 0, 1 .... 0—1, Permutationem esse positivam si p par sit; porro si p 
impar, esse Permutationem i, il .... p, 0, 1.... i—1 positivam aut negativam 
prout z par aut impar sit. Unde generaliter haec posterior Permutatio positiva aut ne- 
yatıva est, prout ip est par aut impar. V. Com. de Determ, 
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Aequiparemus in formula (3.) terminos in factorem, 
Afrsı Of ,,, Um 


0x h ox, PER Om 





ductos. In expressione 


\4 D D n— D n T 
ii — >> +- . f fr u... Ofa—ı . = In+i 
0x "dx, O &n—i OXntk 
fi Aggregatum terminorum per 
10) Ofn+i 
6 Ki 


multiplicatorum, 
—— > + ö f ofı ofi ofi-ı of 16) D fn—ı vun — Bi j 


De 0m. Oma Dis Oi Diem 
Unde in laeva parte formulae (3.) fit Aggregatum terminorum per factorem 
propositum multiplicatorum, 


Zz+r5BB....An - 





In Determinante, 





>’ + of . afı u... 4 In+m = 
> 98.08, O Kn+m 
et S ı af A Of fm Ir ,,, rm 
Ey Im or, Im+1 of Dan Ö I dx X, fe) In] 
fit Aggregatum terminorum per eundem factorem unlliplicatorun, 
— —1)"' rl) + | of .r 0 fi ...» fm . 
„D: Cm 0 Im+i © Ln+m 


Unde e (3.), terminos per 


frz Ofn+ Ofntm 
0x 3 ox, a TE Om 


multiplicatos inter se comparando prodit: 
. Bra. a eruzrrl.h ....„e 


= Em dx TC n+1 Int) 
Eodem modo obtinetur generaliter, 
’ 2» (m= 7 
6. Z+bb, ...»> Be. B;Birr .... Bin =_— 
+Bm)S +. of b Es Hill 9 frtizı 
. Ö: U ın— + Ö I m—i-+? 0) IOntm 


qua in formula signo + substituendum est aut (—1)""" aut (—1)mt, 
prout 2 par aut impar est. 
Determinantia m +1, quae $.pr. evanescere supposui, secundum no- 
tationem hie adhibitaın sunt, 
a Fa PR 
Singuli termini Determinantis, 


> EL). RE 


45° 
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per illarum quantitatum unam multiplicantur, unde statuamus: 


zr0BR ii rer. + 
Quantitates ß, ideoque etiam factores A differentialibus functionis iM 
omnino non afficiuntur; porro ex omnibus d, d, .... d,„ unicum d, conti- 
net differentiale 


idque per D multiplicatum. Unde in Determinante antecedente Aggregatum 


. N A * * 
{erminorum per a multiplicatorum fit X, B. 
U Xn+k 


Hine ubi ponimus, 


Be ee le, 


...® = re 
ie u; KCm+i Ö Anm u O&n Ox, n+1 On 





designante u, Aggregatum terminorum in Determinante praecedente per 


Kan multiplicatorum, sequitur e (5.), 
OAn+ 
1,B — (—1)7rtD BD” u, 
ideoque 
z+bBR ... PT = (tr) Brit fub nd, 2. Fund 
Unde e (5.) fit: 
.. rare ee Me. 


Om "I rmt Er 
Variabiles quarum respectu formatur Determinans, 
of _ofı Ofn 
> > + .... u b) 
03 Im "dx Im+i1 6) In-+m 
sunt 2a —m Ex IpSIS 2, X, +++ &u_1, Pro quibus sumsi ipsas 











Br 3a Fa 
ac praeterea m +1 novae variabiles 

Di Bra an Mur 
Sim=n, variabiles quarum respectu Determinaus ad dextram formatur 
omnes sunt novae 


Er Das dene 
Unde formula (7.) docet quomodo e functionum f, fi »-+- f. Determinanti- 
bus 5, per idoneos factores multiplicatis et additis proveniat earundem functio- 
num Determinans guarumcungue variabilium respectu formatum atque per 
ipsum B multiplicatum. Hine bene patet, quod $. pr. demonstravi, quomodo 
omnibus 5, evanescentibus neque ipso B evanescente, simul cuncta illa De- 
terminantia evanescant, 
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In dextra parte aequationis (7.) omnino non insunt differentialia, 
A Ar ah 
| PR Te ER 
quae eliam quantitates u, non afficiunt, sed omnes quantitates b, d, .... d,.» 


In ipso Determinante, 
te of of, Ofn-ı Ofn 
b; — er + dx . dx, se... On “ Öndi $) 


est Aggregatum terminorum per 122 multiplicatorum, 


u am, 


Ins. 08, 0 din 
Unde e (7.) haec fluit Propositio: 
Sit %, funetionum 5 fı+--- %-ı Determinans quod in Determinante, 
2.92. Ofr 


ig ÖLm "IRrm+ y Om 


Ofn oo. . e 
per rn multiplicatur, ubi m <n, erit, 
of_ eh OP Ofn-ı 

wz+ Ö&n ” 0%, s 0%, .»... Om 

u Bu Ze Fi 5. 


O&n+1 : os, ' O8, OK 
































en 
Sim=n, in hac aequatione identica bina functionum & fı ++: -ı Deter- 
minantia in se ducta ita inter se comparata sunt ut alterum formetur Ipsa- 
UM Cu, Ontı os Cum Fespectu una ommissa, alterum formetur huius ommis- 
sae alque aliarum variabilium &,, &, .... 2,_, respectu. 








17. 
In formulis (1.) et (3.) $. pr. ponamus 2 = 1, sequitur ponendo 











Bi of O fir 2 of 

1. 2 LTE Tapeı B er SS, 

fiert 
2. Brbbi.... ID = Brz+2l,%ı „,, fee 

TER ” "02 02, a 

Ponamus esse © ipsarum 2,, 23 ....2, functionem determinatam aequatione, 
. [=9,; 

erit 


3 _af FR. 0x == 0, 


-———_ _. 
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354 
of [af Of dx N 
dx Be Tr 3 





) u SL mn. DE, Bi. 
Ox,, 0% x la, 


ıdeoque 
h, e = RE. 
COX 0X 
Sı uncis innuimus, in funetione differentianda ipsius = substitutum esse va- 


... 2, exhibitum, erit 
ra) fizı e) I 











iorem per X, X; 
(Se) _ If 
y PFERD. . Tu Wrng 
Oxurı O X x O xy 
HEONUE 7 
Ä PL RE; (ee) 
j . dx \day,, 4 
Hinc dividendo per 3” sequitur e (2.), ubi simul m-H1=n ponitur, 
 Hzr(ih)(ER) .... (2) 33 8... 3 
ds 7” "Nds, 0x, (2 u 0 .. 
Sialuamus, 
5+-28..2ı 2 £ 7 BP) SEPWRR.) ARE) 
ir Be On x OR, u Ta ’ In 
vit secundum (3.) 
+ UL DB :... Se 
—- > x, O&n 
Ö 0x 0x x 
Il EA rer. A — A, Mi, | 
0x 2, 0x; dan ) 
unde eruitur formula memorabilis, 
Ö 
22566 = 
0x 0x, O&n 3 f 
SC 0X 
A—A u y% ...» — A re 
. 9) I, 2. 0x, " On ‚ 
ubı 
. nf 
A — >> + ofı, fa ...». 2 In 3 
0%, 0%, On 





ipsaque A, e A prodeunt differentialibus, ipsius x, respectu sumta, differen- 
tialia ipsius x respectu sumta substituendo. Formula (6.) inter egregia in- 


venta illustrissimi Lagrange ceusetur. 
Ut e formula (2.) deduceretur (6.), observo, non necessarium fuisse 
Nam cum in aequatione iden- 


ut sieuti feci poneretur aequatio [= 0 
tica (2.) ipsa f quaecunque sit functio, pro ipsis quoque, 


arbitrarias ponere licet ideoque etiam quanti- 


formula (2.) quantitates 


OA 


tales 


Oxi+ı 
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Ponamus 
0%, MER: 3 
sequitur e (1.) et (2.), ponendo, 


) +1) +1 
. u = aaı,, — a Mazyı 





fieri 
D (m) __ ’ > u (m) 
8. Z+bb, ...% b. ES a" Ztaa,G; .... A - 


Qua in formula cum ipsa a; quantitates quascunque designare possint, 


namus 
(4) +1) En Ou;,, 
a) = Un, Ip = rk 
k+1 


designantibus %, %, .... %, quascunque variabilium 
Ts 2, [} . [ . 7, 


functiones : erit 





i y + 
y® Ou;,ı ou e u 
ki U. — Un. = UN. 5—. 
0x4 OXrı Tr 





335 


po- 


Hine ponendo rursus a +1=n, suppeditat formula (8.) Propositionem. 


designantibus %, %, .... %, ipsarum 2, &, X, functiones, ponendo 








u, Ug Un 
nun se v — U, . .. — Zu ® 
17 . u . P u che 
fieri 
9 S + uvV, ov, CO Un nn 1 S+tq cu, 0) Un c 
A ei Ö “ Ö E U ur ur vu R) — nl pe > 4 ° 7 . a) .... = 


0x 


Un 


N 
% 


Ipsis u, %, .... U, substituendo Zu, tu, .... tu,, designante Zet ipsa functio- 


nem quamcungue, non mutabuntur ®,, ©, .... d. 


praecedens, ponendo Zw, fu, etc. ipsarum a, u, etc. loco, Determinans 
ou, Ou, Ou, 


O&%, 





0x, 0x, 





tu. 


Unde docet Propositio 


aliam non subire mutationem nisi quod per factorem Z”*' multiplicetur, pror- 


sus ac si 2 Constans esset. Quod iam olim alia occassione adnotavi. 


18. 


Ratione simplicissima exhibetur Determinans functionale, quia ad 
cum terminum revocatur, si functionibus in certum ordinem dispositis, quae- 
que in subsequentibus unius variabilis independentis loco introducatur. Quod 
conveni eum eliminatione successiva, qua plurium aequationum systema ita 
praeparatur, ut successive € singulis aequationibus singularum incognitarum 


unI- 
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valores petere liceat. Sit ex. gr. inter incognitas 2, ©, .... 2, datum 
aequationum syslema, 
f=ua h =, .+... nn = 4, 

e prima aequalione ipsius x valor per reliquas incognitas 2, 2%, elc. eX- 
hibeatur atque in reliquis aequationibus substituatur, deinde e secunda 
aequalione, quae iam inter solas &,, 2%, .... z, erit, pelatur ipsius x, valor 
per ,, 2, etc. exhibitus alque in reliquis aequationibus substituatur et ita 
porro. Ea ratione aequationum praecedentium systema ita praeparatur ut 
f., solam &,;5 fn-ı solas 2,, 2,15 fan solas 2,, 2, m ete implicat. 
Unde uliima aequatione ipsa X, determinatur; eius valore in paenultima 
aequatione substituto, ea solam x,_, implicabit ideoque ipsius x,_, valorem 
suppeditat, et ita porro. Aequationibus dicto modo praeparatis, functio f; 
praeter Ipsas, 





is Cr . 0.0. IL | 
adhuc implicabit quantitates 
di ri ie 
Pro quibus quantitatibus restituendo ipsas 5 fi ++ ++ fi-ı, fit f; ipsarum 
l: In +++ fm Tu Bun ve. © 
functio; quod indicabo ipsius f; loco scribendo, 

t:(f; f» --:-- fin I Lam ce 2) 
Differentialia partialia autem ipsius f; per illas quantitates exhibitae uncis 
includam ut distinguantur a differentialibus eiusdem functionis per quantita- 
ieS 7, I ++. 7. exhibita. 





His positis, dabuntur & fi » +. f„ ul ipsarum 2, 7, .... 2, functio- 
nes per hoc aequationem systema: 


0er = f—fla,& .... ©) 
0=F,=h-—fi(f} Ss 2 ++.) 
O0= Ref fh Sy +... ©.) 


‚ %.)» 


Oo=F= h"-h(fı fı »--- 
quae sunt aequationes 2 +1 inter variabiles, 


een aD 


Im 





*) Idem signum fi, pro variabili et functione sumtum, ambiguum non erit quia 
funetionali signo adieci quantitates quas funclio involvit. 
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Secundum (5.) $. 10. fit: 

















=: OR BE OF, 

n > u . >... 

1. u. efı vv... Sfr = (—1)’*! _ 0% x, Ge » 
00 .0s, O&n S+ OF öF, OF, 





= ar a7," or 
E functionibus F, F, .... F, unica F, ipsam f, involvit, unde omnihus 
öF OF, Be. 


ee 
evanescentibus, fit 
oF OF, OF, oF OF Ö Fan örF, 
+ — of 7 .... rg = (E17 df, .... I) ET A 
Ex omnibus F, F, .... F',_, unica F\,_, ipsam f,_, implicat unde fit 
= + _OF_ OR, Bi (z öF ar, Im or, 





+ — .....0 

















-" Zu 7 AEG 7 ers ara R 7 eg Der a 
ideoque 
23 SE. ee Fre ee Be, BF 
of ofı Ofn of of, Ofn-2/ Ofn—ı Ofn 


Sic pergendo tandem pervenitur ad formulam, 
+ IF, OF, OF __ OF OR, OF, 
BEI TT, he ; at 7 Ale 7a 
Et cum sit, 








oF _ OF, _ 2 


Sf = ah ... Ir = , 

prodit 
ar 39 TR 
5. + Zr u... E79 — 1. 


Porro cum ex omnibus F\, F, ... u unica F ipsam x; ex omnibus 7, 


F, .... F, unica F\, ipsam z, pe involvat, simili ratione obtinetur, 
GE. 21, or _ OR BF, Or, 

















air 7 ir Plkilaler 7 eur 7 or 7 ser Te 
Fit autem si j 
sa = (54), 
unde For =" 
© Pr n - ) f ’In 
3 Br ee HE) 


Formulis (2.) et (3.) substitutis in (1.) prodit formula memorabilis, 


u 2 EB Sr ser... 22). 


0x, Ö &n 0x x, On 








Cuius aequationis in laeva parte functiones f; per %, ©, .... 2, exhibitae 
finguntur, in dextra parte functio f per i fi »*: fi-1y Ci, Digi +++ 2. eX- 
pressa supponitur. 
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19. 


Theoremate $. pr. demonstrato nituntur formulae generales quae pro 
(ransformatione integralium multiplicium circumferuntur. Proponatur inte- 


grale multiplex, 
SEHR Ai or 

ubi U ipsarum f, fi ««.. f, data functio est: integratio ita modo maxime 
generali instituitur ut successive unius variabilis respectu integrando, reli- 
quae variabiles pro Constantibus habeantur ita ut limites quoque integra- 
tionis harum variabilium functiones sint. Veluti primum ipsius f, respectu 
integrando limites ipsarum f, fi «+». fı-ı functiones erunt; integrale inven- 
tum iterum ipsius f,_, respectu integrabitur eruntque limites ipsarum f, fı 
.... fa, functiones et ita porro usque dum integrationes omnes transactae 
sunt. De illis integralibus multiplicibus valet theorema quod in hac Theoria 
pro Priueipio haberi debet, siquidem functio U inter integrationum limites 
nunquam in infinitum abeat, integrationum ordinem quocunque modo placeat 
mutari posse ita ut perinde sit cuius variabilis respectu prima, Cuius re- 
spectu secunda integratio fiat et ita porro, dummodo novarum integrationum 
limites idonee determinentur. Quod Principium per se clarum est si inte- 
gralis multiplicis valor ut limes summationis finitae definitur, intervallis con- 
tinuo decrescentibus. Eius Principii ope facile absolvitur quaestio, quae- 
nam expressio sub signo integrationis multiplicis substituenda sit elemento, 


Of Afı uer. Of, 


ubi variabilium f, fi -... f%, loco aliae variabiles introducantur. 

Fiat integratio prima ipsius f, respeciu; pro qua variabili introdu- 
catur alia x, statuendo f, esse quampiam ipsius x, functionem quae invol- 
vere potest quantitates f, fi -+»-- f„-ı quae in prima illa integralione pro 
Constantibus habentur. Differentiali Of, substituenda erit, si integratio 
ipsius x, respectu effieienda est, expressio aequivalens, 


of == (F or :) I%,; 
ita ul integrale multiplex propositum aequetur sequenti, 


u(2F)opaf .... ap 9m. 


lam vero integrationum ordinem mutemus neque ipsius x, sed ipsius f,_, 
respectu integrationem primam efficiamus. Rursus ipsius f,.-ı loco aliam 
variabilem &,_, introducamus statuendo f,_, esse funclionem ipsius X,_, 
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quampiam quae involvere potest etiam reliquas quantitates f, fi, f-.; Z- 
quae in prima illa integratione pro Constantibus habentur: erit integrale 
propositum 





N. 
Set u m of, ..0.. Ofn-2 Or, fi = 
fit A II) af of 2. fan 90, dan. 


=) er 





Rursus integrationum ordinem mutando non ipsius X,_, sed ipsius f,_., re- 
speciu integratio prima institualur, pro qua nova variabilis z,_, introducatur; 
sic post quamlibet novae variabilis introductionem ordinem integrationum 
immutando et rursus variabilis loco cuius respectu integratio prima facienda 
est novam variabilem introducendo, pervenietur {andem ad hanc integralis 
transformati expressionem, 


SH (2 u (SP) 2 8... 08. 


In qua expressione transformata est f, ipsarum f, fı +--- fı-» Z,; porro 
f._ı ipsarum f, fi »+++ fan» In, 7, ac generaliter f; ipsarum f, fı .... 
f-1> is Cizı er,» 2, funclio, ita ut uliima f omnes novas variabiles x, x, 
.... 2, involvat. At ipsius f expressionem in fi, ipsarum f, fı expressio- 
nes in ß&, ipsarum f, fi, /> expressiones in f; substituendo et ita porro, 
omnes f, fi -... f, evadunt novarum variabilium ©, ©, .... x, functiones, 
earumque functionum Determinans, 


>+ of ofı Öfn 


I I: dx, dan ’ 
secundum theorema $. pr. probatum producto illi, 


EHER) 6) 


aequatur. Quod si producto illi substituimus Determinans in integrali multi- 
plici transformato, nanciscimur 


fv oron.... on = JU.22 -E. .... Zr de0n..dn,, 


0x 02, 
quae est formula generalis pro integrali aultiplici Bu Quam 
formulam pro duabus et tribus variabilibus eodem fere tempore Eulerus et 
Lagrange invenerunt, sed ille paullo prius. Et haec formula egregie ana- 
logiam differentialis et Determinantis functionalis declarat. 
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13. 


De funetionibus alternantibus earumque divisione per 
produetum e differentius elementorum conflatum. 
(Auct. 6. G. J. Jacobi prof. ord. math. Regiom.) 





1. 


N ” » 
Kieganter olim observavit Cl. Vandermonde, proposito Determinante, 
zit ah... 
si mutentur indices in exponentes, provenire Productum conflatum ex omni- 


bus eiementorun, 
a, A, Ü2 «vr. Un 


differentiis, 
pP = (a, ang 4,) (@, a; G,) (a; ve“ 4,) .... (a, — 4,) 


(Ü — a) (a — 4) ı... (a, — 4,) 
(3 — U) 2... (4, — 4) 
(4, — 4,-,)- 
Quod sic demonstratur. Functio quae elementorum Permutatione aliqua in 
valorem oppositum abit, nullum involvere potest terminum eadem Permuta- 
tione immutatum; adesse enim deberet etiam terminus oppositus et uterque 
se mutuo destrueret. Unde Productum P, quod duorum elementorum com- 
mutatione in valorem oppositum abit, evolutum carere debet terminis, 


&n 


ee Ze. 
in quibus duo exponentes vel plures inter se aequales sunt, quippe qui ter- 
mini non mutantur duo elementa ad eandem dignitatem elata inter se com- 
mutando. Hinc exponentes, 

Gy a ee) 
tantum valores induere possunt integros positivos a se diversos ei cum 


omnium summa aequare debeat Producti P dimensionem, 


n(n--1) 
2. 





exponentes illi alii esse nequeunt quam, 
DA ee 
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. u . . 1} 
Quorumceunque enim aliorum inter se diversorum summa numerum dad 


“ 


superaret. ÜCoöfficientes autem terminorum illorum in quibus «,, a, etc. 
omnes inter se diversi sunt, alii esse nequeunt quam 

+1, 
cum in faciendo Producto illi termini unico modo producantur. Ex. gr. 


terminus, 
m u 25 1) 
Ü, ad, ad, os... U, ’ 


aliter produci non potest quam singulorum factorum, 
a. — U layer —l 
An — Un, ba — Unozy re 
An — Any er oe Ana —— U, 
a, — 4, 
prima nomina inter se producendo. Naseitur igitur Producti P evolutio 


e termino, 
u r 
+04 ::..+ O5 
elementa @,, a, .... a, sive eorum indices subscriptos 0, 1 .... 2 omni- 
modis permutando, signis insuper ea lege definitis ut binorum indicum com- 
mutatione Aggregatum omnium terminorum in valorem oppositum abeat. 
Quae ipsa est Determinantis formatio, siquidem exponentes pro indicibus 


habentur. 


Ex antecedentibus patet in evolvendo Producto P perpaucos rema- 
nere terminos, longe plurimis se mutuo destruentibus. Nam producendo 


n(n+-1) 


— 


2 


factores binomiales, proveniunt termini numero 
n(n+1) 
Er 





2 


e quibus tantum remanent, 


1.2.3 ....(r+1), 


n--1 indicum Permutationibus respondentes. Sic quoties n=5, e 32768 
terminis nonnisi 720 remanent reliquis omnikus se mutuo destruentibus. 
Quamobrem rectius evolutio Producti eo explicatur quod instar Determinan- 


tis se habeat quam vice versa. 
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2. 


E notis Determinantium proprietatibus similes quantitatum P petuntur. 


Sic pro tribus, quatuor etc. elementis successive formantur quantitates P 
per formulas, 


a — a): — a) —u) = a (,—A,) 
+ a, a, (a, — q;) 
+ a,a, (4, — 4,), 
(4, — 4) (d: — A,) (0, — Q,) (Q, — a) (5; — a) (, — a) = 
a, 4,4; (da, — 4,) (da, — a.) (a; — A,) 
— 1,4;,4, (4; — 4,) (4, — 0) (Gy — (5) 
+ a,a,a, (4, — Q;) (d, — Q;) (ad, — u) 
— 4,4,0, (ad, — 4,) (4; — Q,) (a — 4); 
eic. eic. 


(Juaeque linea horizontalis e praecedente obtinetur quemlibet indicum 0, 1, 2 
etc. mutando in proxime sequentem, ultimum in primum, signo simul mutato 
aut immutato prout elementorum numerus par aut impar est. 


Si elementorum numerus par est, commoda haec habetur quantitatis 
P repraesentalio. Vocemus 


(895 By 8 or. 8) 
functionem aliguam quantitatum indicibus %,; 2 »«.. 2„ affeetarum; si for- 
mandum est Aggregatum, 


Sünden In send) (ip ds da ne ie 
(2, b) w ?; u... w 2,) — 
(2,, Du: 3, .»..o.. 9; 2%) — 


(d5 UE) [71 u Un? } rn’ 
id innuam dicendo, indices 


Kan Ba A anne 
cyclum percurrere. Qua in re ordo quo indices in cyclum disponantur 
bene tenendum est. His positis quantitatem P sic formare licet. Finga- 
tur expressio, 


n—1l n—1 
ij Wn ’ 


(a, — 4,) (4; — 4,) u... (a, — 4,-ı) Z.0,a,a,«; u... 


quam quo clarius lex appareat sic seribam, 
(a, — 4a) (a — 4) s..: (di — 41) Z (aa) (903) (0,05) «... (0,_,0,)"", 
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sub signo Z omnimodis permutatis exponentibus, 
0,2, 4, ...2—1. 
In expressione illa cyclum percurrant primo elementa {ria, 
An; Anıy Anz 
secundo elementa quinque, 
An, Gn-3; An-25 Anıy An 
et sic deinceps ita ut postremo cyclum percurrant elementa, 
Gy Ar, Ay ser r n: 
Omnium expressionum provenientium Aggregatum aequabitur ipsi P. Ex. 
gr. pro quatuor elementis fit, 
P= (s— a, (a, — a,) la; a-+ a; a,‘ = (a, — 4,) (a, — a,) (a, — @,) 
+ (0, — 4,) (a, — a;) 1a, a; En a; a,\ (a, — a,) (4 — 4,) (4, — @,) 
+ (a, — a,) (a, — 4,) la, a, + a) a;\. 


In expressione proposita, 
(4 — a) (a —@) ver: (— 1) (aA) (5) ..:: (du-ıdn)"”, 


1 * ? . 3 .... ) 


qui Permutationibus exponentium proveniunt. Productun, 
(a, re 4.) (@; — 4;) oo.» (a, ER e...) 


evolutum suppeditat terminos 
eu a 


Br, 
Ubi successive tres, quinque, .... n elementa eyclum percurrunt, terminorum 
numerus per 3, 5 .... 2 multiplicatur. Unde Aggregatum propositum evo- 


lutum amplectitur terminos numero, 
n+1 


2 € 5 E35... n, 


quem patet aequalem esse numero, 
1.2.3 ....n2-+1. 


Alia generalior ipsius P repraesentatio haec est. 


Discerpamus terminum generalem 


n—1 


m. zu 
+uA% ver Auı 


in plura producta, veluti in tria, 


0 1 (i) il i+?2 s k+1  k+2 (n) 
+a,4, «++. a; x taılp ee X LU .s 


k+1 O4: u..o0 
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Pro discerptionibus in plura producta cum prorsus similia valeant, in illa 
discerptione consistam. Obtinentur omnes indicum 0, 1, 2....n Permutatio- 
nes distribuendo eas in {res classes quarum prima © +1, secunda k—i, ter- 
(1a n—k indices amplectitur, eaque distributione omnibus modis facta quibus 
fieri potest, cuiusvis classis indices omnimodis permutentur. Ex nr -+1 ele- 
mentis eligi possunt ©-+1 diversa primam classem formantia modis 


Kr no. n—itl, 
il 
e reliquis n—2 elementis eligi ec k—i elementa diversa secundam 
classem formantia modis 





n—i.n—i—1.... den. 
RAR .k—i 
religqua 2—% elementa tertiam classem formant, unde distributio n-+1 ele- 
mentorum in tres elasses illas fit modis 


n-+i.n....n—i-+1. u 
1.2...i+1. ‚k—i 


Elemenia primae, secundae, tertiae Ft permutäil possunt resp. modis 
1.2.3 ....2+1, 1.2.3....k—i, 1.2.3 ...n—Kk, 

quibus Permutationibus ad singulas distributiones adhibitis omnes emergunt 

n--1 elementorum Permutationes 1.2 ....(2 +1). 








E termino 
+aE ...@. ta} "+0 BR (R tan a Fe « 
provenit permutando indices 0, 1, .... 2, indices +1, 2+2 .... A, indices 
k+1,A+2.... 2, productum, 
Et en DR re, 


quod secundum $. 1. sic exhiberi potest, 
(Giga »r.n a) (Axzı Ypya or.» a) x 

Il(ao, & +...) Illazıız @r2 «++. 05) Mlapgız Grı2 +++ ,)5 

designante generaliter 
Na, bc... N) = (b—a)(c—au) .... (4—p) 

productum ex omnibus elementarum a, d, .... gq differentiis. Hine eruitur: 

Pe Ta, u... 0) = 
(Gyılir2 000 @)T (Gppın Akg2 ++. a X 


SH 
ll(a,, d, ..0. 4;) Il(a;.,, dr 0. a;) Il(aı, dı+2 .»eo0. a.) 


Signum S' amplectitur tot terminos quot habentur modi elementi n-+1 in 
tres classes +1, k—i, n—k elementorum distribuendi.,. Omnes habentur 
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distributiones, eligendo ex omnibus indicum 0, 1.... n Permutationibus has, 
Guy Ur sooo Op Apr Bigz sone Apy"Ypgıy Apga sone Ans 

in quibus &, 4 «+». &; MEC MON G;yıy Lira »or« Gr, demique Apyız Apya «er W, 

sese magnitudine excipiunt. Prout mutando indices O0, 1.... 2 in &, &ı 

.... &, Productum P immutatum manet aut in valorem opposilum abit, ter- 

mino sub signo S contento signum -+ aut — praefigendum est. His obiter 

commemoratis ad propositum pergo. 


3. 

Generaliter cum ill. Cauchy vocemus funcliones alternantes quae ele- 
mentorum Permutalionibus aut non mutantur aut in valorem oppositum abeunt. 
Quarum est simplieissima Produetum P antecedentibus consideratum quod 
ex omnibus elementorum differentiis conllatur. Kiusdem functionum est ex- 


pressio generalis, 





pz(?> e ... =, 


in qua sub signo &Z elementa «, etc. omnimodis permutanda sunt. De 
functione ® reiici possunt termini omnes duorum elementorum Permutatione 
immutati quippe qui se mutuo destruere debent (v. $.1.). Hinc si ponitur 


ci 


& 104 
D(a,, Ad, .0... 4,) pen A, °a, \ ..0.. dA, er 
exponentes &%, & +... 4, omnes inter se diversi esse debent, ne functio 
alternas, ex eo termino proveniens, identice evanescat. 
Constat et facile probatur, quoties exponentes «a, etc. sint integri, 
funcetionem alternanten, 


1 u ci a,’ a 
Ei u: 0 a ee PETE 


@ .... Ann 


P 
per ipsum P divisibilem esse. Sed non video ohservatum esse divisionis 
Quotientem per formulam generalem assignari posse. Quod ut appareat, 
investigabo eius Quotientis, 

a ann 


[04 
A, 0 a, 
u P eo 


functionem generatricem. (Qua in quaestione exponentem minimum statuere 
licet evanescere; si enim «, est exponens minimus, expressio proposita per 








u ERTL a 
dividi potest. Hine Quotientem propositum sic exhibere licet. 


>> a a,“ u... Anen 





pP 
in qua expressione exponentes &,, &, etc. sunt positivi. 
Crelle's Journal d. M. Bd, XXII, Hit. 4. 47 
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Sit quantitatum &,, & »... Z, functio rationalis integra quaecungue, 


Pb; I een Im)5 
sit Producium ex omnibus ipsarum /, etc. differentiis, 
ITIE, 6 20 Kb) ee hie) a ee 
= Ettt ....d; 
sit denique 
f(x) = (2 — a) (2 —a) (7 —4) .... (2 —4,) 
His positis, secundum ipsarum Z,, £, etc. dignitates desoendentes evolvamus 


expressionem, 
des 0 200 Bi Packs A 
fit) Fit) +++. F (lm) 
eiusque evolutionis (erminos simul omnium &, & .... £„ dignitatibus nega- 
tivis aflectos accuratius examinemus, 





Ponendo 
f () ar er, 

fit per discerptiones in fractiones simplices, 

1 Bl) du tr 
(to) Fit) »++. f (tm) 

{ 1 1 
CIE are r f'(a,)(t,—aı) FERN r f (ar) (ty — ar) x 

1 1 1 
Fer r f(a,)(tı —aı) UN Tr f' (an) (t, — an) x 
































1 1 1 
17) hp ee a f’ (an) (tm — an) } 
Facta Multiplicatione, huiusmodi proveniunt expressiones, 
2. u ER U 

f’ (a) (6) »-+. FiP(to—a)ltı—b) »».. (mp) 
designantibus a, 5 .... p quascunque quantitatum @, @, .... q, Sive diver- 
sas sive inter se aequales. Si binae veluti « et 5 inter se aequales sunt, 
expressio (2.) fit: 

Plot. tm) litt, ee 1 





Bi 
0a alt, —e)(y—d)....(m—p)" 











Faflb)...FM Hd 
E cuius expressionis evolutione, cum - 





fit functio integra, non pro- 


ı to 
veniunt termini, utriusque Z, et Z, dignitatibus negativis affecti. Unde si 
evolutionis respicimus terminos omnium ty, & »... f„, dignitatihus negativis 
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affeclos, in expressione (2.) pro ipsis a, 5 .... p quantitalum @,, @ .... a, 
diversas sumere sufficii. Quod cum fieri non possit si m>n, habemus 
proposilionem, quolies m>n, ex expressione (1.) evoluta non provenire 
terminos simul omnium I,, tı .... 1, dignitatibus negativis affectos. 


4. 


Statuendo m <n, expressio evolvenda secundum anitecc. sic exhi- 
beri potest, 


g pt, “one tm). Tl, t, 0. Im) 


ea Ren Een ar er 
Sub signo S pro ipsis a,_„ etc. sumendae sunt quaelibet m-+1 diversae 
quantitatum @,, & »... 4,, eaeque omnimodis inter se permutandae. Vo- 
cemus H Coefficientem evolutionis propositae ductum in termioum 


werd 














erit quod facile constat, 


n—nyg n—m eo n)» II TERN UAn—m ae an) 
4. H=S. ya en - an) -Hibaen + u 
f' (An—m) f‘ (An—m+1) .... f (a) 





lam vero cum sit, 
f(a) = (.— a)(a;—a,) .... (4. —a,), 
omisso factore evanescente a,— a;: fit 


9. Il (a,_,., d„—m+1 ..o.o a,)»1Il(a,, a, .... 4.) pen 
m.m+I1 


) * Te ref Meeres FE). 


Nam in producto, 

f (a._m) f (An-m+ı) »*+« f (an); 
ut factores inveniuntur omnium elementorum @,, 4, .... a, diflerentiae prae- 
ter eas e quibus conflatur productum Il(a,, a, »... 4,_m_,), atque insuper 








bis sed signis oppositis habentur ” Sn factores producti Il(a,_„, @,_..: 
...* Anm): Nubstituendo (5.) eruitur e (4.): 
PR 1) 7 9.Ua; 0, Sicher) plane, an_mt1 24: an) 
Fit secundum $. 1.: ne den; 
2, Mass a, 222. um) 50 @ı@ 1°°° Anne 











P P Kart 
sub signo Z omnimodis permutatis indieibus O0, 1 ....n—m—1. Hinc 
obtinetur e (6.): 


. 1 0 1 2 n-m—1 
- IH [ N og a, a a + ee A, u p (Anm; An—mti ++.» An) 
. = Ama ) ’ "ie er 


P 
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sub signo & omnibus modis permutatis elementis omnibus @,, @ı .... 4. 
Nam in expressione (6.) sub signo S elementa @,, &, .... a, omnimodis 
distribuenda erant in duas classes resp. n—m etc. m-++1 elemeniorum at- 
que elementa secundae classis omnimodis permutanda. In formula quae sub- 
stituendo (7.) prodit etiam elementa primae classis omnimodis permutanda 
sunt, unde in formula (8.) sub signo 3 elementa omnia omnimodis in duas 
classes distribuenda et utriusque classis elementa omnimodis permutanda sunt, 
quod perinde est ac si elementa omnia omnimodis permutentur (v. $. 2.). 
Expressio (8.) est elementorum @,, @, .... a, functio alternans ratio- 
nalis integra divisa per Productum ex omnium elementorum differentiis P. 
Cuius Quotientis est expressio (1.) functio generatrix, quae indagaiu pro- 
posita erat. Invenimus enim, evolula expressione (1.), Coöfficientem termini 
u ER = 
esse Quotientem propositum. Seorsim consideramus casum quo 


mn. 
Eo casu fit formula (4.): 


Eli. @a 000 
. H=S.- Big 9 we. 
9 I N f'(a,)f’(a,) N f'(an)’ 





fit autem: 
n.n+i1 


f’(a)f' (a) ----f(a) = (—1) ® PP, 
unde 
n.n+1 


1 Bec? wun ee 
qua in formula sub signo S elementa a,, a, .... a, omnimodis permutanda 
sunt. Expressio ad dextram functio alternano est rationalis integra maxime 
generalis, quoniam ® functionem omninm elementorum rationalem integram 


quamcunque designat. Habetur igitur haec 





Propositio. 
Sit P productum ex omnibus elementorum «@,, @, »:.. 4, difleren- 
tiis, e quo nascatur Il ponendo ipsorum @,, @, +++. @, loco resp. &,, /, 
+ br ik 
f(2) = (2 — a) (2 — 4) .... (2 —4,), 
atque designet Pd, 4 .... Z,) ipsarum &, & «... Z, functionen quam- 
cunque rationalem integram; sub signo 3 permutando omnimedis ele- 


menta @%, 4 .... 4,, fit 
Spa, @) «ee. An) 





pP 
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expressio maxime generalis functionis rationalis integrae alternantis 
divisae per Productum ex omnium elementorum differentiis; Quotien- 
tem iuvenimus aequare Coeflicientem termini 
ul EEE 7 

in evoluta expressione 

a) Bi Sn. che 

Fito) Fit) er. Fler) 
Sim=n—1, secundum (8.) expressionis 
> y(aı, @ 0000 Mu) 











P 
functio generatrix fit, 
ee I TIlt,, t 000 im) + p(t,, fi 2a Bam] 
ft.) fit) es f (tn-ı) 


Quod facile etiam de Propositione antecedente sequitur. 


>. 


Statuamus, 
® (lu, t, .u... £,.) = 4 if: .... e- , 
atque observemus, dividendo functionem evolvendam per 
a 


Coefficientem termini 
eu 


abire in Coefficientem termini 


Fa 7 1 BE et 
Hinc suppeditabit formula (8.) hanc Proöbsiliöndin: 
Propositio. 
Functio alternans divisa per Productum ex elementorum @,, & +... @, 
differentiis, 
BE n—m—1 Y Yı Ya 


>> a, a, a, .oee ER \ Gn—m a. m+i ..08» a, 


(a, — a,)(a3a— a.) «+... (an — a,-.ı) 
aequatur Coefficienti termini, 
Fer gr 





u...» m 


in evoluta expressione 
(,—t,) (to—tz).... (In—ta-ı) 





fit) fltı) er (flm) 
f(z) = (— a)(2 — a) ....: (7 —4,). 


siquiden 
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Observo in Prop. praecedente positum esse, 


m,m+!1 
(—I1) i (—h)— ,) .... (Em — Im-ı) = G—b)u—E;) .... (En — Im)- 
Sit 
220 C 6, 5, 
Int r ar + pen Y art+t + ele. 
erit C; summa omnium productorum 2 elementorum sive diversorum sive 
aequalium e numero ipsorum @,, @, +»... 4, desumtorum. (Juae quantitates 
C,. C, etc., ponendo 
[(x) pe > — A,2”"' + A:u”r” PER eic., 

facile per ipsas quoque A,, A, etc. exprimuntur. Substituendo evolutionum 


u 1 . ’ 
ipSius 7725 praecedentem in evoluta fractione 


1 
Fto) Fltı) »+.. fltm) 





fit terminus generalis 
00 u ee £z+14im) 
Ig 1 s m . u... . 
Unde evoluta expressione, 
(to—t)lto—tz) or (imı—tm) _ 0 ZT... dm 
Ft) Ft.) «+++ Flle) FEIFEL) + 000 Fe) 
fit terminus generalis, 
2 + C, C;, Fr C;, ; rain gern: as ml en, 


U 1 mn—1 








Hiuc Propositio antecedens suggerit formulam, 


2 n—m—1 
u er = A P 
(a,—a,)(a,—a,) +»... (an — an-ı) 
I) 
>> + AED Ü, 1m ..0o0 C, un ® 


m 


a a/r 
E 


ii 2. 





In huius formulae altera quidem parte omnimodis permutanda sunt elementa 
Ays A»... Gn, In altera autem indices %, Yı - +++ Ym,; Signis + more con- 


sueto definitis. Fit ex. gr. po m=0, m=1 etc.; 
n—i _y 











< a, a; .... u‘ Q',, Pi C 
Ad  % Sn P ED y! 
2 a 7 4 
Q,Q, «... Q@ a u 
< ı 2 nm nA nn 3 Y 2. 
eic. eic. 
Generaliter aequatur Quotiens proposilus, 
u | r Ym 
o 92 «+... En ne GH .... .Q, 
ud © —_ 
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Determinanti quod pertinet ad systema quantitatum, 
li C, 4m-n» . 00. C, mon 


> RERGERUEN C, +m-n-13 oe... CO, +m-n 1 


Can C, iin. C, -. 

In his formulis statuendum est quantitatem C indice O affectam unitati aequa- 
lem esse, indice negativo affectam evanescere. 

Si placeret, Determinans praecedens per elementorum @,, @, .... @, 


ipsas Combinationes formatas exhibere, in formandis C, +-” amitti posset 
ı 
elementum unum a,, in formandis C,+2-” omitli possent elementa Juo a,, 
ı 


4,_, et ita porro. Constat enim non mutari Determinans si singulis seriei 
horizontali terminis addantur earundem serierum verticalium termini multi- 
plicati per quantitates quascunque, quae tamen pro omnibus eiusdem seriei 
horizontali terminis eaedem esse debent. Porro observo si designentur per 
C, C'‘' etc. Combinationes in quibus formandis unum, duo ete. elementa 
omittuntur, fieri 

CC — 6, C; = Ci; 

GC: — (a,—+ 4a,-,) C;pi + 4,4,4ı C = C;: 











etc. etc. 
Quod facile ipsa aequatione probatur, 
1 ir, C, C, 
(2—a,) (2 —a,) .... (2 —a,) ae f(x) u zart + at? ar +3 - etc. 


Quibus Determinantis et Combinationum proprietatibus propositum constat. 
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14. 
Zur combinatorischen Analysis. 
(Von 6. 6. J. Jacobi, ord. Prof. der Math. an der Universität zu Königsberg in Pr.) 





Ietzi man in die Gleichung, 
REN SEEN 1 . | 
ET u EEE TEE, 
die Reihenentwicklung für 
—lgi1—r) = r+3 "+" +0" +edeoe= X, 
entwickelt eX in die Reihe, 


Kam A? , X xt 
e =1+4+7 tr53t+5377z+ et., 
so sieht an, dafs in 
Mr xX3 Xi Ri 
Ii+Äi-+ A455; + etc. = > 7; = 1+r+27°+72°+ etc. 


der Coefficient von jeder Potenz x” der Einheit gleich wird. Es ist aber 


2 
rr nach dem bekannten Polynomialtheorem gleich 


der Coöffieient von <" m 3 I 


dem Aggregate 
1 


253° „„..MNaldllc....’ 








z 
wo 
1. a+?2b+3c+ etc = n. 
Es mufs daher die Gleichung Statt finden: 


we R. 
25 3° “... IIa Il IIc .... 


wenn man für a, b, €, .... solche ganze positive Zahlen, die Null mit ein- 
begriffen, setzt, für welche 

a+?2b-+3c+ etc. 
denselben Werth behält, es mag dieser Werth übrigens sein, welcher er 
wolle. Die Gleichung (2.) kaun man durch rein combinatorische Betrach- 
tungen beweisen. 








== 1, 





Wenn man die Zahlen 1, 2, 3, .... 2 versetzt, so wird durch diese 
Versetzung eine Zahl :, in %, %, in 2, u.s.w. und zuletzt ö, wieder in ;, 
übergehen, wo 2, 2; .... ?, sämmtlich von einander verschieden sind. Sind 
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hiermit die n Zahlen noch nicht erschöpft oder ist «<< n, so nelime man 
von den übrig gebliebenen Zahlen irgend eine 2,,.; diese wird durch die 
betrachtete Versetzung in 2,4,, diese in 2,43 u.s.w. und zuletzt >, in ,,, 
übergehen, wo wieder 2,415 %42 «+... 2; sämmtlich von einander verschieden 
sind. Auf Jiese Weise kann man fortfahren bis sämmtliche n Zahlen er- 
schöpft sind. Bezeichnet man mit 
 : 2.) 

die Art der Versetzung, wonach jede der Zahlen %,, 2, .... 2, in ihrer 
Reihenfolge in die nächste, die letzte in die erste übergeht, so wird man 
durch Versetzung der « Zahlen in dem Ausdrucke (3.) nur | 
T« 


& 


1.2.3... een 


verschiedene Arten des Ueberganges der Zahlen in einander erhalten, weil 
je « Ausdrücke 


BEACH ER Eh) anne Wale une Bana) 
nur dieselbe Art dieses Ueberganges bezeichnen. Man kann daher sämmt- 
liche Versetzungen der n Zahlen erhalten, indem man die n Zahlen auf 
alle mögliche Arten in Gruppen, z. B. in « Gruppen von einer, in db Grup- 
pen von zwei, in e Gruppen von 3 Zahlen theilt, wo 
at+2b+3c+ etc = n, 

und in jeder Gruppe z. B. von « Zahlen die verschiedenen 

Ile 

& 
Arten bildet wie die Zahlen auf die angegebene eyclische Weise in ein- 
ander übergehen. Wenn in einer Gruppe sich nur eine Zahl befindet, so 
heifst dieses so viel, dafs diese Zahl in der betrachteten Versetzung ihre 
Stelle überhaupt nicht ändert. 


Man kann n Zahlen auf 
In 


IIaNödlle .... (II2)’ (N3)J° .... 





verschiedene Arten in « Gruppen von einer, dö Gruppen von ?, € Gruppen 
von 3 Zahlen u. s. w. theilen, wie durch einfache combinatorische Betrach- 
tungen hinlänglich bekannt ist. In jeder Gruppirung giebt nach dem Obigen 


7 


: er II: 
jede Gruppe von ? Zahlen —-, jede Gruppe von 3 Zahlen —— u.8. W. Ver- 


UV 


schiedene Arten wie die Zahlen derselben Gruppe den eyclischen Vebergang in 
Crelle’s Journal d.M. Bd. XXI. Hit. 4. 48 
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einander halten können. Es wird daher jede Gruppirung der genannten Art 


--- 
Versetzungen geben, und da man 


Un 
lalldllc.... (2) (3) .... 


solcher Gruppirungen hat, so werden alle Gruppirungen, in denen die n Zah- 
len in @ Gruppen von einer, 5 Gruppen von zwei, c Gruppen von drei 
Zahlen u.s. w. getheilt werden, wenn alle Zahlen jeder Gruppe auf alle 
mögliche Arten eyclisch in einander übergehen, zusammen 


Ir | 
PT Fr 7 


Verseizuugen ergeben. Giebt man den a, 5, c .... alle Werthe, für welche 
a+?2b+3c+ etc. = n, so mufs man sämmtliche [In Versetzungen der 
n Zahlen erhalten, so dafs man 


1=2 














IIalldNe .... 2%3 .... 
erhält, welches die zu beweisende Gleichung ist. 


18. März 1841. 
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15. 


Untersuchungen über die Theorie der complexen 
Zahlen. 


(Von Herrn Professor G. Lejeune Dirichlet zu Berlin. ) 


[Auszug aus einer der hiesigen Akademie der Wissenschaften am 27. Mai d. J. vorgelesenen Ablıandlung.] 





Da sich diese Untersuchungen sowohl hinsichtlich der darin befolgten Me- 
thode als durch ihre Resultate, an frühere Arbeiten des Verfassers an- 
schliefsen, so wird es zur leichtern Verständlichkeit der hier zu gebenden 
Andeutungen zweckmäfsig sein, wenn wir diesen eine kurze Erwähnung 
einiger der früher bebandelten Fragen vorausschicken. In einer Abhand- 
lung, welche unter denen der Akademie für das Jahr 1837 gedruckt ist, 
hat man sich die Aufgabe gestellt, den längst bekannten und oft als Lemma 
benutzten Satz, nach welchem jede arithmetische Reihe, deren erstes Glied 
und deren Differenz keinen gemeinschaftlichen Factor haben, eine unend- 
liche Anzahl von Primzahlen enthält, in aller Strenge zu beweisen. Der 
dort entwickelte Beweis bietet das Merkwürdige dar, dafs er ungeachtet 
der rein arithmetischen Natur des zu begründenden Satzes wesentlich auf 
der Betrachtung stetig veränderlicher Gröfsen beruht, indem derselbe von 
der Bildung unendlicher Reihen ausgeht, die wie die schon von Euler in 
der Introd. in Analy. inf. behandelten durch Multiplication einer unend- 
lichen Anzahl von Factoren entstehen. Diese neuen Reihen unterscheiden 
sich jedoch darin von den Eulerschen, dafs in die Factoren, von denen je- 
der ein Glied der Reihe der Primzahlen enthält, noch Potenzen von Wur- 
zeln der Einheit eingehen, deren Exponenten mit den sogenannten Indices 
der Primzahlen zusammenfallen, wenn diese mit allen übrigen auf ein Sy- 
stem primitiver Wurzeln bezogen wird. Sobald man den eben angedeu- 
teten Weg betreten hat, seheint sich der Beweis mit der gröfsten Leichtig- 
keit, und so zu sagen, ganz von selbst zu gestalten, allein bei aufmerk- 
samer Betrachtung bemerkt man eine Schwierigkeit, ohne deren Beseitigung 
das Verfahren ganz illusorisch werden, oder doch nur auf besondere Fälle 
anwendbar sein würde. Diese Schwierigkeit besteht in der für den Er- 
folg unerläfslichen Nachweisung, dafs die Summen gewisser Reihen, deren 








. 
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Convergenz leicht einzusehen ist, von der Null verschieden sind, und hat 
nicht etwa, wie man es zunächst vermuthen sollte, ihren Grund in der 
Unmöglichkeit die Summation auszuführen. Diese Operation ist vielmehr 
in allen Fällen leicht zu bewerkstelligen, allein der endliche Ausdruck, 
welchen man dadurch erhält, gewährt keine Erleichterung für die gefor- 
derte Nachweisung und es ist im Allgemeinen eben so schwer aus der 
Summe in endlicher Form zu erkennen, dafs sie von Null verschieden ist, 
als dies bei der ursprünglichen Reihe der Fall war. 

Nach mancherlei fruchtlosen Versuchen war es zwar gelungen, die 
erwähnte Schwierigkeit vollständig zu überwinden; doch waren die Be- 
trachtungen, zu welchen man seine Zuflucht zu nehmen genöthigt war, so 
complieirt und indirect, dafs sie nur wenig befriedigen konnten und die 
Auffindung eines kürzern und der Natur der Sache mehr entsprechenden 
Verfahrens sehr wünschenswerth machen mufsten. Wiederholie auf diesen 
Gegeustand gerichtete Bemühungen hatten denn auch endlich den beak- 
sichtigten Erfolg, und führten zu dem unerwarteten Resultate, dafs die er- 
wähnten Reihen mit einer Aufgabe zusammenhangen, deren Lösung in einem 
der wichtigsten Theile der Zahlenlehre eine längst gefühlte Lücke ausfüllt. 
Die Theorie, wovon wir reden, ist die der quadratischen Formen, welche 
zuerst von Lagrange begründet, später durch Legendre und besonders 
durch Gaufs zu einem hohen Grade der Ausbildung gelangt ist. Bekannt- 
lich sind die Eigenschaften solcher Formen hauptsächlich von einer durch 
ihre Coefficienten bestimmten ganzen Zahl, welche die Determinante der 
Form heifst, abhängig, und Lagrange hat gezeigt, dafs jeder Determinante, 
sie sei positiv oder negativ, nur eine endliche Anzahl wesentlich verschie- 
dener Formen entspricht, so wie derselbe grofse Geometer auch das Ver- 
fahren angegeben hat, nach welchem sich für jede numerisch gegebene 
Determinante diese wesentlich verschiedenen Formen darstellen lassen. 
Die Frage nach dem allgemeinen Zusammenhange zwischen der Anzahl 
der Formen und der Determinante wird jedoch durch die Kenutnifs dieses 
nur in bestimmten Fällen auszuführenden Verfahrens nicht erledigt und 
diese Frage ist es nun, welche in den oben erwähnten Untersuchungen 
ihre Lösung erhält. 

Von den daraus hervorgehenden Resultaten, welche in diesem Jour- 
nal (Bd. AIX. u. XAL) ausführlich entwickelt worden sind, ist für unsern 
Zweck nur zu erwähnen, dafs die Abhängigkeit der Anzahl der Formen 
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von der Determinante sich in einer ganz verschiedenen Weise darstellt, 
je nachdem die Determinante negativ oder positiv ist. Im ersteren Falle 
ist diese Abhängigkeit rein arithmetischer Natur, während der Ausdruck für 
die Anzahl der Formen im zweiten Falle gewisse Verbindungen der Coef- 
fiienten der Hülfsgleichungen enthält, welche bei der Kreistheilung vor- 
kommen. 

Was nun die neuen Untersuchungen betrifft, deren ersten Theil die 
der Akademie vorgelegte Abhandlung enthält, so haben diese den Zweck, 
die eben angeführten Resultate auf die Theorie der complexen Zahlen aus- 
zudehnen. Den Gedanken, complexe ganze Zahlen, d. h. Ausdrücke von 
der Form {+uy—1, in die höhere Arithmetik einzuführen, verdankt man 
dem berühmten Verfasser der Disg. arithm., welcher auf diese Erweite- 
rung durch seine Untersuchungen über die Theorie der biquadratischen 
Reste geführt worden ist, deren Fundamentaltheoreme nur dann in ihrer 
höchsien Einfachheit und ganzen Schönheit erscheinen, wenn man sie auf 
complexe Primzahlen bezieht. Die Wichtigkeit des so erweiterten Begriffs 
der ganzen Zahl ist jedoch nicht auf die eben erwähnte Anwendung be- 
schränkt; es wird vielmehr durch dessen Einführung den Untersuchungen 
der höheren Arithmetik ein neues Gebiet aufgeschlossen, auf welchem fast 
jede Eigenschaft reeller Zahlen ihr Analogon findet, welches nicht selten 
der erstern hinsichtlich der Einfachheit und Eleganz gleichkommt oder sie 
gar übertrifft. So gilt z. B. der angeführte Satz über die arithmetische 
Reihe auch noch für complexe Zahlen, d. h. der Ausdruck an +5 enthält 
unendlich viele complexe Primzahlen, wenn man darin a und 5 als gege- 
bene complexe Zahlen ohne gemeinschaftlichen Factor, n dagegen als eine 
unbestimmte complexe Zahl betrachtet. Der Beweis bleibt dem für reelle 
Zalılen sehr ähnlich, und diese Aehnlichkeit erstreckt sich auch auf den 
hier gleichfalls vorkommenden Umstand, dafs man zu zeigen hat, dafs ge- 
wisse convergirende Reihen Summen haben, welche von Null verschieden 
sind. Die Analogie machte es im höchsten Grade wahrscheinlich, dafs 
zwischen diesen Reihen und der Anzahl der quadratischen Formen für die 
entsprechende complexe Determinante ein ähnlicher Zusammenhang Stait 
finden müsse, wie er früher für reelle Determinanten nachgewieseu worden 
war. Doch war dieser Zusammenhang in der Theorie der complexen Zah- 
len weit schwerer aufzufinden, nicht nur wegen der gröfsern Complication 
des Gegenstandes, sondern hauptsächlich deshalb, weil die Theorie der qua- 

Crell’es Journal. d. M. Bd. XXI. Hft. 4. 49 
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dratischen Formen auf dem Gebiete der complexen Zahlen noch ganz un- 
ausgebildet war und es also erforderlich wurde, die bekannten Sätze der 
Theorie der quadratischen Formen im gewöhnlichen Sinne des Wortes der 
Reihe nach durchzugehen, um zu erkennen, mit welchen Modificationen sie 
für complexe Zahlen gelten. 

Nach dieser vorläußgen Untersuchung gelangt man in der That da- 
hin, den vermutheten Zusammenhang nachzuweisen und es bleibt alsdann 
nur noch übrig, die erwähnten Reilıen zu summiren, um den Ausdruck zu 
erhalten, welcher die Anzahl der Formen für eine complexe Determinante 
als Function dieser Determinante bestimmt. Als schliefsliches Resultat der 
Untersuchung stellt sich heraus, dafs die Abhängigkeit der Anzahl der 
Formen von der Determinante derjenigen ganz ähnlich ist, welche in dem 
zweiten der oben angeführten Fälle Statt findet, nur mit dem Unterschiede, 
dafs die Rolle, welche dort die Hülfsgleichungen für die Kreistheilung spie- 
len, hier von den Gleichungen übernommen wird, welche sich auf die Thei- 
lung der Liemniscate, oder was dasselbe ist, auf die Theilung der ellipti- 
schen Functionen beziehen, welche dem Modul yY’4 entsprechen. 

Merkwürdiger noch als dieses allgemeine Resultat ist ein besonderer 
Fall, wo die Anzahl der Formen unabhängig von der Theilung der Lem- 
niscate bestimmt werden kann. Es ist dies der Fall einer reellen Determi- 
nante D; für eine solche ist nämlich, wenn man sie in der Theorie der 
complexen Zahlen betrachtet, die Anzahl der Formen ein Product von drei 
Factoren, wovon der erste eine einfache algebraische Function der Deter- 
minante darstellt, während der zweite und dritte mit den Zahlen zusammen- 
fallen, welche in der gewöhnlichen "Theorie der quadratischen Formen be- 
zeichnen, wie viel Formen für die Determinanten +D und —D Statt finden. 

Dieses Resultat enthält, wenn wir uns nicht sehr täuschen, einen 
der schönsten Sätze der Theorie der complexen Zahlen, und mufs um so 
mehr überraschen, als in der Theorie der reellen Zahlen zwischen deu 
Formen, welche zwei entgegengesetzien Determinanten entsprechen, gar 
kein Zusammenhang zu bestehen scheint. 
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16. 
Eine Eigenschaft des Vierecks. 


(Von Herrn Rechnungsrath Brune zu Berlin.) 








Liehrsatz. Wenn mau in einem Vierecke mit jeder der beiden Diago- 
nalen durch den Mittelpunet der andern eine Parallele zieht und den Durch- 
schnittspunct dieser Parallelen mit den Mittelpuncten der vier Seiten durch 
gerade Linien verbindet, so theilen letztere das Viereck in vier flächen- 
gleiche Theile. 

Beweis. In dem Vierecke ABCD (Taf. Il. Fig. 1.) seien die Dia- 
gonalen AC, BD in den Puncten X, L halbirt, ferner sei MN durch Z 
parallel mit AC, so wie OR durch K parallel mit BD gezogen. Man ver- 

kinde sowoll den Durchschnittspunet P dieser Parallelen mit A, 3, C, D, 
als auch Z mit A, C, und K mit B, D; so ist 
1. ABP-+-PBC = ABC-+APC = ABC + ALC 
—= ALB-+-LBC = }ABCD, 
2. PBC+-PCD = BPD+BCD = BED-+BCD 
—= BCK+KCD = 14ABCD, 
| 3. ADP+-PCD = ACD— APC = ACD — ALC 
—= ALD+LDC = 4ABCD; 
folglich 





(aus 1. und 2) ABP = PCD, 
(aus 2. und 3.) PBC = ADP, 
mithin auch, wenn nur die vier Seiten in E, F, @, H halbirt und diese 


Puncte mit P verbunden sind, 


AEP = EBP = CGP = GDP, 
AHP = BFP = FUCP = HDP, 





und daher 
AEP-+-AHP = EBP+-BFP = CGP+FCP = 6GDP+HDP, 
das ist 
AEPH = EBFP = FCGP = GDHP = 4ABCD, 
w. z. b. w. 


Hätte das Viereck einen einwärts gehenden Winkel, z. B. in ©, so 
wäre in der Beweisführung, wie leicht zu übersehen ist, nur das Zeichen + 
vor den Dreiecken BCD, LBC, LDC, in das entgegengesetzte (—) zu 


verändern. 





ee 








30 


— 19 
— 20 


21 


| 


22 
— 40 
— 44 
— 52 
— 59 


— 303 
— 345 





Druckfehler in diesem Bande. 
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